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GEOMETRIJSKE TRANSFORMACIIJE
Kada su u pitanju geometrijske transformacije, mora se biti
veoma pazljiv u odnosu na objekat koji se transformise.
Imamo dve alternative:
transformacija objekta,
transformacija koordinatnog sistema.

U ovom delu govorimo o geometrijskim transformacijama
objekata u fiksiranom globalnom koordinatnom sistemu.



EUKLIDSKE GEOMETRIJSKE TRANSFORMACIJE

EUKLIDSKE GEOMETRIJISKE TRANSFORMACIJE :

Translacija
Rotacija

Refleksija



TRANSLACIJA U RAVNI
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.l M(X,y) = M(X+h,y)
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y npaBuy Yy-oce
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(y = y+k)

MaTeMaTuKa y apxuTtektypu 1
Mpod. ap JbumwaHa MeTpyLeBcKy



TRANSLACIJA U RAVNI

y4
M (X, y)
~0 . h=0.5
=0 — k =1.0 l
M'(x+h,y+k)

CBaka TpaHcnauuja je kKomnosuvumja  M(x,y) M'(x+h,y+k)
TpaHcnauuje y npasuy X-oce u 1 I

TpaHcnauuje y rnpasuy y-oce M, (x+h,y)

MaTeMaTuKa y apxuTtektypu 1
Mpod. ap JbumwaHa MeTpyLeBcKy



TRANSLACIJA U RAVNI

M(X,y) M'(x+h,y+k)

M (X, V) M'(x",y") X'=X+h
y' =y+k
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TRANSLACIJA U RAVNI

Homogene koordinate

M (X, y) y

M/(X.Y) |y

M (X, y) M'(X',y")
X'=X+h
y'=y+Kk
x| [x X
Y'|=T|Y y|=T"
1] 1 1
X'=X+h
V' =y+KkK




TRANSLACIJA U RAVNI

Homogene koordinate

X'=X+h
V' =y+Kk
1=1

Homogene koordinate
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TRANSLACIJA U RAVNI

primer

Napisati matricu translacije za vektor t = (— 3, 5)

-3
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ROTACIJA U RAVNI

Il
o

a

poTauuja
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o =0 Rotate

X'=XCosSa —ysina
y' = XSina + Yy COS &

1=1

MaTeMaTuKa y apxuTtektypu 1
Mpod. ap JbumwaHa MeTpyLeBcKy



ROTACIJA U RAVNI

X'=XCcoSa —ysina
y' = Xsina + Yy CoS «
1=1

(&' [cosa —sina 0] [z
y | =|sina cosa 0|y
.1_ _ 0 0 'l__ld
R

cos( —a) -—sin( —a)
R*=|sin(-a) cos(—a)
i 0 0
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ROTACIJA U RAVNI - primer

Napisati matricu rotacije za ugao
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ROTACIJA U RAVNI - primer

Napisati matricu rotacije za ugao

inverzne transformacije
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Rotacija za — 45°
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TRANSLACIJA U PROSTORU

Translacija u prostoru je slicna translaciji u ravni. Koordinatama
tacke dodaju se koordinate vektora translacije t =(p,q,r)

o

(2] [100p]| [2] (z] [100 —p]| [z
Yy - 010 g Y Y| 010 —¢q s
1 1001 7 2 2zl |00 1 —r 2!
1] (0001] [1] 1] 000 1| [1)]

X' =X+ \ / !

- p T T—l X=X-p
!
y=y+d y=y'-d
Z'=7+7r 7=7"—r
1=1 1=1
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TRANSLACIJA U PROSTORU - primer

Napisati matricu translacije za vektor

o O O Bk

o O +— O
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ROTACIJA U PROSTORU

Rotacija u prostoru je slozenija zato Sto imamo rotaciju oko

X-0Se, y-0se i z-0se. z

Rotacija oko
X-0Se, y-0se i z-0se

7T
za ugao o = — =90°
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ROTACIJA U PROSTORU

Rotacija oko x-ose,
y-0se i z-0se za
ugao

a=2=90°
2
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ROTACIJA U PROSTORU

Rotacija oko x-ose,
y-0se i z-0se za
ugao

a=2=60°
3

=
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ROTACIJA U PROSTORU

Rotacijom oko z-ose menjaju se samo X i y koordinate, z-
koordinata se ne menja. Preciznije, z se ne menja, a Xiy
koordinate se ponasaju kao u rotaciji u xy-ravni.

z | [ cosa —sina 0 O] [z ] [ 2 ] [ cosa sina 0 0]

y | |sina cosa 00 Y y| | —sina cosa 0 0

21 | 0 0 10/|]|z z| 0 0 10

) | | 0 0 0: 1] | 2 1] 0 0 01
R R™

Prof. dr Ljiljana Petrusevski
MATEMATIKA U ARHITEKTURI 2




ROTACIJA U PROSTORU

Rotacija oko z-ose

(2’| [cosa —sina 0 0] [z ] (2] [ cosa sina 0 0]

y | |sina cosa 00|y y| | —smma cosa 0 0

21 | 0 0 10]]z 2| 0 0 10

1] | 0 0 01]][1 EY 0 0 01]]
X'=XCcoSa —ysSina X=XCcoSa +Y'Sina
y'=Xsina +ycosa y=-X'Sina +YyCcosS«
7' =7 7=7
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ROTACIJA U PROSTORU - primer

Napisati matricu rotacije oko z-ose za ugao

ﬁ 1 0 0 o =2 =30°

2 2 6
S

2 2

0 0 1

0 0 1
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ROTACIJA U PROSTORU - primer

Napisati matricu rotacije oko z-ose za ugao

I
© ol\JlHN‘&
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ROTACIJA U PROSTORU - primer

T 0
Napisati matricu rotacije oko z-ose za ugao & = > =90
0 -1 0 0
1 0 0 O
R =
O 0 1 O
0 0 0 1]




ROTACIJA U PROSTORU

Rotacija oko x-ose

(2] [1 O 0 O0][a] (2] [1 0 0 0] ][a]
Y| |0 cosa —sina 0| |y y| |0 cosa sina 0| |y
2| |0 sina cosa 0 2 2| |0 —sina cosa 0 2

1] oo o 1|1 1] [0 0o o0 1][1

\ R R—l /
X'= X X=X
y'=ycosa —zsina y=y'cosa +z'sina
z’:ysina + ZCOS z:_y’sina +7'cosa
1=1 1=1
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ROTACIJA U PROSTORU - primer

N . . T 0
Napisati matricu rotacije oko x-ose zaugao o =—= 45

1 0 0 0
0 Y2 V2
S| o2 2
0 Y2 N2
2 2
0 0 0 1
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ROTACIJA U PROSTORU

Rotacija oko y-ose

X'=XCOSa +ZSIna
y'=y

Z'=—XSInNa +72Co0S«x
1=1

('] [ cosa 0 sina 0] [z ]
y | 0 1 0 0|y
Y| | —sina 0 cosa 0] |z
1] | 0o 0o o 1)1

_ 2

0

sma 0 cosa 0

Objasniti razliku
U odnosu na

ostale ose
[ 2 ] [ cosa 0 —sina 0] [z
Y 0 1 0 O0f ]|y

0 0 1]]|

X=XCcoSa —Z2'sina

y=y'

Z=X'SiIna +72'cosa

1=1
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ROTACIJA U PROSTORU - primer

N . . T 0
Napisati matricu rotacije oko y-ose zaugao o =—= 45
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AFINE TRANSFORMACIJE

Translacija

Rotacija

Refleksija

Skaliranje

Smicanje

Kompozicija navedenih osnovnih afinih transformacija, u

proizvoljnom poretku ili kompozicija nekih od njih je
afina transformacija.



SKALIRANIJE

(2’ [p 00 0]
y ! 10q00
Z1 100r0
1 (0001

P,q,r

- faktori skaliranja
P - u pravcu x-ose
0 - upravcu y-ose

' - u pravcu z-ose

—_ N

x [ 1/p
y!_1 0
z| | 0
| 0
X'= px
/
y =4qy
2'=117
1=1
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SKALIRANIJE

P=Qq=r Uniformno skaliranje Homotetija

Slicnost

0=025 X=PX
g=025 Y=W

r=0.25 L =T
1=1
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SKALIRANIJE

Uniformno skaliranje

p=05 X=pX

g=0.5 Yy'=qy

r=05 2 =rz
1=1
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Homotetija

Slicnost




SKALIRANJE _ . . :
Ukoliko faktori skaliranja po svim

osama P, (,I nisusvi medjusobno
jednaki, skaliranje je neuniformno.

Neuniformno skaliranje

p=0.5 X'= px Z
qg=03 Y=
(=07 ="

1=1
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SKALIRANIJE

Neuniformno skaliranje

p=05 X =pX

q=03 Yy=ay
r=07 Z'=1z
1=1

X
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SKALIRANJE

Napisati matricu uniformnog skaliranja sa faktorom
skaliranja 0.7 .

07 0 0 0
0 07 0 0
>0 0 07 0
0 0 0 1
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SKALIRANJE

Napisati matricu skaliranja u pravcu x-ose sa
faktorom skaliranja 0.5.

05 0 0 O
0O 1 0 0
S: S_lz
0O 0 1 0
0 00 1

o O O N

o o +— O
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SKALIRANJE

Napisati matricu skaliranja u pravcu x-ose i pravcu
y-ose sa faktorima skaliranja 0.6 i 0.8 rspektivno.

06 0 0 O] 167 O

0 08 0 O . | 0 125
S = ST =

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 00

o r O O

R O O O




SKALIRANJE

Napisati matricu neuniformnog skaliranja sa faktorom skaliranja u
odnosu na x-osu 0.7, u odnosu na y-osu 0.9, u odnosu na z-osu
0.6.

07 0 0 0
0 09 0 O
>0 0 06 0
0 0 0 1




SMICANIJE - Shear

U pravcu x- i y-ose

x| 71 0 w0
y | (01560
T P00 19D
1| 0001
X'=X+az
y'=y +bz
7' =
1=1

Y

o2

z-koordinata se ne menja

b N

1 0
|01
100

0 0
X=X —az
y=y —bz
7=172
1=1
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SMICANJE - Shear a=0, b=0
(2] [10a 0] [z (z] [10 —a 0] [2']
| 0100 |y y| 0100 |¢
Z1 (0010 2 21 100 1 0 2
1| (o001 |1 1| |00 0 1] |[1]
:

X'= X+ az

y'=y

7' =

1=1
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SMICANJE - Shear a=0 b=0
(2] [1000] [a ‘2] [10-0 0] [2
y| |01b0 Y y| |01 =b O Y
21 10010 |z 21l |00 1 0 2
1] |ooo1] [1 1] (00 0 1] [1
7

X'=

y'=y+Dbz

7' =

1=1
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SMICANJE - Shear a0, b=0
(2] [10a 0] [z ‘] [10 —a 0] [2']
v [01b0] |y y| |01 =boO| |y
21 (0010 |z 21 (00 1 0 2
1| (o000 1] |1 4| |[o® @0 2] [1)
.

xX'=x+az

y'=y +bz

B =5

] =

X
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SMICANJE - Shear a0, b=0
(2] [10a 0] [2 (x] [10 —a 0] [2']
vy _|01b0] |y y| |01 =b O] |¥
Z1 (0010 [z 2| |00 1 0 2
1] |ooo0 1] [1 1] |00 0 1] [1]
X'=x+az

y'=y +Dbz

7' =

1=1

X
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SMICANJE - primer

Napisati matricu smicanja u x- i y- pravcu sa faktorom
smicanja 3 i 4 respektivno.

o O O -
o O —» O
O rr B~ W
R O O O
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SMICANIJE - Shear

U pravcu x- i z-ose

Eal i % 05eE] 1z | Ed [ 1

y 1 10100 Y yl 10

21 10e¢10 2 21 10

1] looo1] |1 1] o
X'=X+ay X=X —ay
y'=y y=Y’
2'=17+cy z=12"—-cy
1=1 1=1
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SMICANJE - primer

Napisati matricu smicanja u x- i z- pravcu sa faktorom
smicanja 3 i 4 respektivno.

o O O -
o &~ B W
o — O O
R O O O
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SMICANIJE - Shear

U pravcu y- i z-ose x-koordinata se ne menja
[ 2] (1 000] [2] [ 2 | 1 00 0]
y i (b100 Y yi |(—b 100
Z1 |e010 z z| =010
1 (00 0 1] 1 | L | | 0 00 1]
X'= X X=X
y'=Yy+bx y=y' —bx
Z'=17+cCX Z=1"—CX
1=1 1=1
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SMICANJE - primer

Napisati matricu smicanja u y- i z- pravcu sa faktorom
smicanja 3 i 4 respektivno.

o b~ W B
o O —» O
o r O O
R O O O
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SMICANIJE - u ravni U pravcu x-ose

y-koordinata se ne menja

ra 1a 0] [z] [z | 1 —a 0

y | =(010]-|y yl=10 1 0

1| [001] [1 1] (0 0 1]
y

X'=X+ay x=x-—ay

y'=y y=Yy'

1=1 1=1
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SMICANJE - primer

Napisati matricu smicanja u ravni U pravcu x-ose sa
faktorom smicanja 2.
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_ U pravcu y-ose
SMICANIJE - u ravni

x-koordinata se ne menja

r! 1 00| [z] 2] [ 1 00l [2]
y' | =10 10 Y y|l=|=b10]|- |y
1| |oo1] |1 1] o o1 |1]
y

X' = X=X
y'=y+bx  y=Yy'-bx 4
1:1 1:1

X
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SMICANJE - primer

Napisati matricu smicanja u ravni U pravcu y-ose sa
faktorom smicanja 2.
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AFINE TRANSFORMACIJE

Kompozicija geometrijskih transformacija je njihovo
uzastopno izvodenje, svaka od transformacija dejstvuje

na rezultat prethodne.

Ako su zadate matrice transformacija

A A LA

matrica kompozicije, izvodjenja transformacija u tom
poretku je

A=AA .AA



AFINE TRANSFORMACIJE

U opsStem slucaju, afine transformacije se mogu prikazati u obliku:

Yy

o

(21 U999 A93 A9y

31 A3p A3z3 A3z4
0O 0 0 1

/

@] a2 a13 a4

Y

&2

Opsti oblik matrice afine
transformacije

— W

ayp a2 a1z ai
(o1 A9 A93 A9y

31 Q32 Qz3 Q3q
0O 0 0 |

/

Inverzna
matrica -

Matrica
inverzne

transformacije
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AFINE TRANSFORMACIJE

Afine transformacije u ravni odrzavaju kolinearnost i
odnose rastojanja izmedju tacaka.

Afine transformacije u prostoru odrzavaju komplanarnost,
kolinearnost i odnose rastojanja izmedju tacaka.



AFINE TRANSFORMACIIJE - primer
Primenjene su sledece transformacija na neki objekat:
1. Skaliranje u pravcu x-ose koristeci faktor skaliranja 5
2. Potom, rotacija oko z-ose za 30°.

3. Zatim, smicanje u x- i y- pravcu sa faktorom smicanja 2 i 3
respektivno.

4. Na kraju, translacija za vektor (2,1,2).

Ukoliko su matrice skaliranja, rotacije, smicanja i translacije

A, B, Ci D respektivho, matrica njihove kompozicije je H=DCBA.

H = DCBA H*=(DCBA)'=A'B'C'D"



AFINE TRANSFORMACIIJE - primer

5000]
0100
F = 0010
0001
Vv3/2 —1/2
B | V2 V3
5v3/2 —=1/2 2 2 0
B | 5/2 V3231 . 0
H=DCBA = A & 15 At s
0 0 01 B 8
&= 0010
054020 1]
105072
0101
D=10012
02.0::0L

Prof. dr Ljiljana Petrusevski
MATEMATIKA U ARHITEKTURI 2




AFINE TRANSFORMACIIJE - primer

Primenjene su sledece transformacija na neku geometrijsku
figuru u ravni:

7T
1. Rotacija za ugao Z

2. Potom, translacija za vektor t = (2, 3)

1) Napisati matrice rotacije i translacije

2) IzraCunati matricu izvedene afine transformacije
(kompozicije rotacije i translacije).

3) Izracdunati matricu afine transformacije u slucaju da su
rotacija i translacija izvedene u obrnutom poretku.



AFINE TRANSFORMACIIJE - primer

1)

V2o N2
2 2
V2N
2 2
0 0 1
DR
1 3

—
Il
o O -

o — O

Prof. dr Ljiljana Petrusevski

MATEMATIKA U ARHITEKTURI 2

R W N

2)
K=T-R
N2,
2
V2o
2
0 1




3)

AFINE TRANSFORMACIIJE - primer

0 )
1 0
0 T=10 1
0 0
1
N2
1 0 2] 2
013:£
2
0 0 1]
0
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AFINE TRANSFORMACIIJE - primer

V2

2
V2

2

0

V2o V2 N2

2 (1 0 2] 2 2

V2ol 1 oao¥2 M2

2 2 2
0 0 1

0 1 0 0
V2 N2 N2
2 2 2

LoRT - | Y2 M2 g N2
2 2 2
0 0 1
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AFINE TRANSFORMACIIJE - primer

N2 Nz V2 V2,
1 2 2 2 2 2
K — TR - | 0 sl Y2 V2ol Y2 N2
2 2 2 2
0 1
0 0 1 0 0 1
V2 V2 V2 V2 V2o
2 2 1 0 2 2 2 2
L = RT = V2 N2 0|-j0 1 3 V2 2 S-Q
2 2 2 2
0 0 1
0 0 1 0 0 1
T-R=R-T

Kompozicija rotacije i translacije nije komutativna.

Bitan je redosled izvodjenja tih transformacija.



Primenjene su sledece transformacija na neku geometrijsku
figuru u ravni:
1. Skaliranje sa faktorom 0.8

2. Potom, translacije za vektor t = (2, 3)

1) Napisati matrice skaliranja i translacije.

2) IzraCunati matricu izvedene afine transformacije
(kompozicije skaliranja i translacije).

3) Izracunati matricu afine transformacije u slucaju da su
transformacije izvedene u obrnutom poretku.
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08 0 2] 08 0 1.6]
T-S=1 0 08 3 S-T=l0 08 24
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T-S#S-T

Kompozicija skaliranja i translacije nije komutativna.

Bitan je redosled izvodjenja tih transformacija.



Primenjene su sledece transformacija na neku geometrijsku
figuru u ravni:
1. Skaliranje sa faktorom 0.8

2. Potom, rotacija za ugao E

A

1) Napisati matrice skaliranja i rotacije.

2) IzraCunati matricu izvedene afine transformacije
(kompozicije skaliranja i rotacije).

3) Izracdunati matricu afine transformacije u slucaju da su
transformacije izvedene u obrnutom poretku.



Primenjene su sledece transformacija na neku geometrijsku
figuru u ravni:
1. Skaliranje sa faktorom 0.8

2. Potom, rotacija za ugao E

A

1) Napisati matrice skaliranja i rotacije.

2) IzraCunati matricu izvedene afine transformacije
(kompozicije skaliranja i rotacije).

3) Izracdunati matricu afine transformacije u slucaju da su
transformacije izvedene u obrnutom poretku.



Primenjene su sledece transformacija na neku geometrijsku
figuru u ravni:
1. Skaliranje sa faktorom 0.8

2. Potom, rotacija za ugao E

A

1) Napisati matrice skaliranja i rotacije.

2) IzraCunati matricu izvedene afine transformacije
(kompozicije skaliranja i rotacije).

3) Izracdunati matricu afine transformacije u slucaju da su
transformacije izvedene u obrnutom poretku.
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Medjutim, iz pojedinacnog primera, ne moze se izvesti zakljucak.
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U sluéaju uniformnog skaliranja g =P

pcosa —psina O
R-S=S-R=| psin « pcosa O

0 0 1

R-S=S-R

U slucCaju uniformnog skaliranja kompozicija skaliranja i
rotacije je komutativna.

Nije bitan redosled izvodjenja transformacija.



AFINE TRANSFORMACIIJE - primer

Napisati matricu sloZzene afine transformacije u
prostoru u kojoj rotaciji oko x-ose za ugao «&
prethodi rotacija oko z-ose za isti taj ugao.

R, R=R -R

X Z
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5 sinae cosa 0 O s _ 0 cosa -Sina
Z 0 0 10 * |0 sina  cosa
0 0 0 1 0 0 0

R O O O




AFINE TRANSFORMACIIJE - primer
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AFINE TRANSFORMACIIJE - primer

Primenjene su sledece transformacija na neki objekat:

1. Uniformno skaliranje sa faktorom skaliranja 0.5

2. Potom, translacija za vektor (2,1,2).

1) IzraCunati matricu afine transformacije, ukoliko se
skaliranje i translacija izvode u tom poretku.

2) IzraCunati matricu afine transformacije, ukoliko se
skaliranje i translacija izvode u suprotnom poretku.
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AFINE TRANSFORMACIIJE - primer
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AFINE TRANSFORMACIIJE - primer

Primenjene su sledece transformacija na neku geometrijsku
figuru u ravni:

1. Skaliranje u pravcu y-ose koristeci faktor skaliranja 0.2
2. Potom, translacija za vektor (2,3)

3. Na kraju, smicanje u pravcu x-ose sa faktorom smicanja 2 .

1) IzraCunati matricu afine transformacije, ukoliko se
skaliranje , translacija i smicanje izvode u tom poretku.



AFINE TRANSFORMACIIJE - primer

1
A=|0

0
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X >k

Primenjene su sledece transformacija na neku geometrijsku
figuru u ravni:
1. Skaliranje sa faktorom 0.5

2. Potom, translacije za vektor t = (2, 3)

1) Napisati matrice skaliranja i translacije.

2) IzraCunati matricu izvedene afine transformacije
(kompozicije skaliranja i translacije u tom poretku).

3) Izracdunati matricu inverzne afine transformacije
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X >k

Primenjene su sledece transformacija na neku geometrijsku
figuru u ravni:
1. Skaliranje sa faktorom 0.2

2. Potom, rotacija za ugao E

2

1) Napisati matrice skaliranja i rotacije.

2) IzraCunati matricu izvedene afine transformacije
(kompozicije skaliranja i rotacije).

3) Izracunati inverznu matricu.
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TRANSFORMACIJA KOORDINATNOG SISTEMA

Opsti oblik afine transformacije:

-(1.11 a2 ai3 a.H- -;L‘- -."IJ- -(111 @12 ai13 (1.1.»1-
21 Q22 Q23 Q24 Y Y (21 Q22 QA23 Q24

31 Q32 az3 azq
0O 0 0 1

31 Q32 Q33 A34 z
0O 0 0 | |

—_ ™

a1 a2 a3 aiy |
Matrica afine transformacije. (21 @22 da3 (2
31 Q32 ag3 a3

0O 0 0 1
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TRANSFORMACIJA KOORDINATNOG SISTEMA

W=(W,,W,,W,)

ViVt
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W=(W,, W,.,W,)

TRANSFORMACIJA KOORDINATNOG SISTEMA

u, v, w, O V=)
M= W 0 u | [u v, w 0][1]
u, v, w0 u, u, v, w, 0[]0

0 1 = '

- - u, u v, w, 0]]|0
1] (0 0 0 1)1
v | [u v. w 0]][0] ‘'w | [u v, w 0]][0]
v, _ u, v, w, 011 W, _ u, v, w, 0[]0
Vv, u v, w 0|0 W, u v, w 0]|1
1/ [0 0 O 1|1 1] 10 0 0 1]|1
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TRANSFORMACIJA KOORDINATNOG STISTFMA
W=(W,, W, W,)

Z -

u v, w,_ 0
M = uy Vy Wy O % Vv, V.V,)
u v, w, 0 |
° !
0 0 0 1 P i
— - [ /] [ X |
- 1 - - - X X
X u v, w, 0f|Xx y' y
, y
yo_|u,ov,ow, 01y i 7! 7
2’ u v, w, 0||z . 1 1
1o 00 1“1‘// N 7_
Koordinate tatke P Koordinate tacke P’ Koordinate tacke P’
u xzy-koordinatnom = u xyz-koordinatnom u uvw-koordinatnom
sistemu sistemu sistemu
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TRANSFORMACIJA KOORDINATNOG SISTEMA

W=(W,, W, W,)
Z .

[ X | X' X |
y y' y
Z z' Z X y
_1_ i 1 | _1_
P o
Globalni Lokalni
. koordinatni koordinatni
Koordinate taCke P Sistem Sistem
u globalnom
koordinatnom
sistemu ’
_ 5 . Koordinate tacke P
Koordinate tacke P u lokalnom
u globalnom koordinatnom
k_oordlnatnom sistemu
sistemu
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TRANSFORMACIJA KOORDINATNOG SISTEMA

W=(W,,W,,W,)

ViVt
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