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TRANSPONOVANA MATRICA

1 a2 A
. . _ a1 8 aon
Transponovana matrica matrice A=

8m1  @m2 Amn |

di1  dap1 ami1

. . a;o a» ... a
je matrica Al = |2 “2 m2
| A Amn

koja se dobija zamenom mesta vrsta i kolona date matrice A.



TRANSPONOVANA MATRICA - primer

Odrediti transponovane matrice matrica

1 4
A:{l 2 3} B:{l 3} c_lys
4 -5 -6 2 4 3 6

1 4
1 2 12 3

T _ _ Bl — cl -
AL=lE {34} {456}
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TRANSPONOVANA MATRICA

Osobine transponovane matrice:

(A+B) = A" +B'
T
) -
kA)' = kAT keR

(AB)" = B'AT
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INVERZNA MATRICA

Inverzna matrica kvadratne matrice A je matrica A_l

takva da je

AAL = AlA = |

gde je | jedinicna matrica.

Ukoliko postoji inverzna matrica, ona je jedinstvena.



INVERZNA MATRICA
Matrice

FR{ R

su uzajamno inverzne zato sto je:

B AP R
e B
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INVERZNA MATRICA

Osobine inverzne matrice:
(AT) =A

NS

(AB) ™ = B1A?
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MATRICE

ay,

nl

a,

22

n2

a,,

2n

nn

Determinanta matrice A

det A=

ay,
a

21

nl
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MATRICE - DETERMINANTE

minori
a, a,
a21 a‘22
a'il a'i 2
a, a,

I+
Mij (_1) J
Parna i neparna mesta
a; .. a, -+ N
a‘2j a2n
-+ - +
d” a. + B + B
c, a_ _
_ i+]
kofaktori A =CED""M,,
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MATRICE - DETERMINANTE

A, A, . a, & & o
A 4, 4ad,, .. 4, det A = d, ay a,,
_anl an2 - ann . a'nl a'n2 e a'nn

Determinanta matrice A je jednaka zbiru proizvoda svih
elemenata neke vrste ili kolone i odgovarajucih kofaktora:

n
det(A) = > ajAjj = aipAir +8j2Ai2+ . +ajnAin
=1
n
i=1



MATRICE - DETERMINANTE - primer

2 3
1 4

|—2 5
D =

=(~2)-2-5-1=-9
;e
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MATRICE - DETERMINANTE - primer

2 5
2 3 13 12
D=1 2 3|= (=2 T+5
N 3 20 31

D=(2-2-3-1)+2(1-2-3-3)+5(1-1-2-3)=-38
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MATRICE - ADJUNGOVANA MATRICA

a1 AN n
a a a
A_| %21 8z 2n
Ay Q2 ... A |

Transponovana matrica matrice odgovarajucih kofaktora

Al A - An

Aip Axp ..
agja=| 2 A2 An2

_Aln A2n Ann_

zove se adjungovana matrica matrice A.



MATRICE - ADJUNGOVANA MATRICA
Matrica adjA se moZe formirati na dva nacina:

1. Elementi matrice A se menjaju odgovarajucim kofaktorima i

zatim se dobijena matrica transponuje.

: . T ] :
2. U transponovanoj matrici A matrice A elementi

se menjaju odgovarajucim kofaktorima.



MATRICE - ADJUNGOVANA MATRICA - primer

A =
_4 2 02
All + _15‘ 18 12 ‘15‘ 13
Ay = — = -11 — =14 23
21 ‘_1 5‘ 22 1 5
3 -4 2 -4 Aqn =
_ _ Ar = — = -4 33 =+
A31 +_4 2‘ 10 32 0 2
18 -11 -10|




MATRICE - ADJUNGOVANA MATRICA - primer

2 0 1
A=l 3 -4 -1
-4 2 5
—4 2 3 -4
T __ T = =-11
A ‘_1 5‘ 18 A, ‘_15‘
0 2 2 —4
A;—lz_‘ ‘: T: :14
0-4 23
T — = T__ _
Au=H, A, = L_J_s

Ay =+

Asz =7

adj A =

A=10 4 2

‘3_4

=10
—4 2

24
02

AST—+23 =-8
Tojo-4
18 -11 -10]
2 14 -4
4 5 -8







INVERZNA MATRICA

Za proizvoljnu kvadratnu matricu A vazi matricna jednakost
A-(adjA) = (adj A) - A = det(A)-I

gde je | jedinicna matrica.

Za datu kvadratnu matricu A postoji inverzna matrica A‘l
ako i samo ako je det(A) = 0 (regularna matrica).

Tada je

det(A) (adjA)



INVERZNA MATRICA - primer

2 3 4
0 4 2
1 -1 5]
2 3 -4
det(A) =0 -4
1 -1 5
= adA=——
det (A) — 46

adj A =

[ 18
2

4

18 -11
2 14
| 4 5

11 -10]
14 -4
5 -8

~10
—4
y:

Prof. dr Ljiljana Petrusevski
MATEMATIKA U ARHITEKTURI 2

9

2| =2.(~18) +0-(~11) +1-(~10) = 46

11




INVERZNA MATRICA - primer

A, =0

A, =-3 A, =2

4 - 2
adjA = 4 -3 det A=
0 2 0




MATRICE I SISTEMI JEDNACINA

A1 X1t 2 Xo +...+dn Xy = bl
doq X1 +dgo Xo +...+adon Xy = b2

Matrica sistema

jednacina
a, a,
d a

21 22

a,,
a

2n




MATRICE I SISTEMI JEDNACINA

A1 X1t 2 Xo +...+dn Xy = bl

doq X1 +dgo Xo +...+adon Xy = b2

Matrica sistema jednacina

Ay

A — a21

nl

Ay,
a

22

n2

ay,

d

2n

nn

A

prosirena

Prosirena matrica

| an1

An2

a;,
a

21

ml

Ay,
a

22

m2




MATRICE I SISTEMI JEDNACINA - primer

2X+3y—4z =17
X—2y—52=3
2 3 _4 ] {2 3 -4 7}
A = Aprosirena —
|:1 _92 _5 1 -2 -5 3
__X_ _X_ 7
{2 3 -4 y :H X -y B:M
1 -2 -5 3 .
1, 'z
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MATRICE I SISTEMI JEDNACINA - primer

X+2y—-3z=4

X+3y+ z=11
2X+ 5y —4z =13
2X + 6y + 22 = 22

o O W PN
[HEN

N N -

o O1 W DN

11
13
22

AX

11
13
22




MATRICE I SISTEMI JEDNACINA - primer

X+2y—-3z=4

X+3y+ z=11
2X+ 5y —4z =13
2X + 6y + 22 = 22

1 2 -3 1 2 -3

1 3 1 1 3 1
A: prosirena:

2 5 -4 2 5 -4

2 6 2 2 6 2
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MATRICE I SISTEMI JEDNACINA - EKVIVALENTNE TRANSFORMACIJE

Sistem jednacina ProSirena matrica sistema
a X1 +a Xo +...+a Xn = B
11 X1 + 812 X in Xp = b a, a, .. a, b
1Y+ XptotBon Xy =y 8y 8y . D,
prosirena
an1X1+an2 X2 +...+ ann Xn :bn _a‘ml am2 - amnbm

Sistemi jednacina su ekvivalentni ako imaju ista resenja.

Transformacija datog sistema linearnih jednacina u neki nov sistem
linearnih jednacina je ekvivalentna transformacija ako je tom
transformacijom dobijen sistem ekvivalentan datom sistemu

jednacina.




MATRICE I SISTEMI JEDNACINA - EKVIVALENTNE TRANSFORMACIJE

Sistem jednacina ProSirena matrica sistema
a X1 +a Xo +...+a Xn = [ ]
11 X1 + 812 X in Xp = b a, a, .. a b
21X+ Xp tokBon Xy =Dy 1 Ay 8, . &,D,

prosirena
an1X1+a.n2 X2 +...+ a.nn Xn :bn _aml am2 amnbm_
1) medjusobna zamena mesta jednacina |_i i |_j
Li <> Lj

1) medjusobna zamena vrsta prosirene matrice |_i i L




MATRICE I SISTEMI JEDNACINA - EKVIVALENTNE TRANSFORMACIJE

Sistem jednacina ProSirena matrica sistema
a X1 +a Xo +...+a Xn = B ]
11 X1 + 812 X in Xp = b a, a, .. a b
do1 X1 + o2 Xo +...+ Ao Xy = b2 A B a, ad, .. 4a, b2

prosirena
anl X1+a.n2 X2 +...+ a.nn Xn :bn _aml am2 . amn bm_

2) mnoZenje bilo koje jednacine proizvoljnim brojem A #0

L — AL

2) Mnozenje bilo koje vrste prosirene matrice proizvoljnim
brojem A #0




MATRICE I SISTEMI JEDNACINA - EKVIVALENTNE TRANSFORMACIJE

Sistem jednacina ProSirena matrica sistema
a X1 +a Xo +...+a Xn = B ]
11 X1 + 812 X in Xp = b a, a, .. a b
do1 X1 + o2 Xo +...+ Ao Xy = b2 A B a, ad, .. 4a, b2

prosirena
anl X1+a.n2 X2 +...+ a.nn Xn :bn _aml am2 . amn bm_

3) sabiranje proizvoljne jednacine i neke druge jednacine,
prethodno pomnozene proizvoljnim realnim brojem 4 R

L > L +AL

3) sabiranje proizvoljne vrste proSirene matrice i neke druge
njene vrste, prethodno pomnozene proizvoljnim realnim brojem




MATRICE I SISTEMI JEDNACINA - EKVIVALENTNE TRANSFORMACIJE

Sistem jednacina
A1 X1+ 92 Xo+...+dn Xy = bl

6121 X1-|—6122 X9 +...+a2n Xn = b2

4) Sabiranje dve proizvoljne jednacine prethodno pomnozene

Ay,
a

21

ml

proizvoljnim realnim brojevima ,1“1] eR,A =0

L = AL + AL,

Prosirena matrica sistema

4) Sabiranje dve proizvoljne vrste prosirene matrice, prethodno

pomnozene proizvoljnim realnim brojevima

A, A, €R, A %0




GAUSOV POSTUPAK ZA RESAVANJIE SISTEMA JEDNACINA -
MATRICNI PRIKAZ

Algoritam primene ekvivalentnih transformacija u okviru
Gausovog postupka izvodi se u dva koraka.

1. Jednacine ili vrste prosirene matrice medjusobno
menjaju mesta tako da je element u novoj matrici a1 # 0

2. Za V¥YieN, 1<i1<m vrsisetransformacija

Li >aplj—-aply

Potom se prva jednacina prepisuje i postupak se ponavlja
Nad preostalim jednacinama.



GAUSOV POSTUPAK ZA RESAVANJIE SISTEMA JEDNACINA -
MATRICNI PRIKAZ - primer

X +2y -3z =4 Lt > L
X +3y +z =11 L, > Ly — Ly

2X +5y -4z =13 Ly - Lg — 214
2X +6y +212 22 |_4_)|_4_2|_1

X +2y -3z =4
y +4z =7
y +2z =5
2y +8z =14



GAUSOV POSTUPAK ZA RESAVANJIE SISTEMA JEDNACINA -
MATRICNI PRIKAZ - primer

X +2y -3z =4 L — Ly
y +4z =7 L, > Ly
y +2z =5 L3 > L3 — L,
2y +8z =14 Ly > Ly =2

X +2y -3z =4 7 =1
y +4z =7
—27 =2 y:7_4Z:3
0 =0 X=4+3z-2y=1
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GAUSOV POSTUPAK ZA RESAVANJIE SISTEMA JEDNACINA -
MATRICNI PRIKAZ - primer

X+2y—32=4
X+3y+ z=11
2X+ 9y — 4z = 13
2X+ 0y + 22 = 22

1 2 -3 4 L -0 (1 2
A :1 3 1 11 L, > L, — L4 0 1
osena 12 5 —4 13 Ly — Lg — 24 0 1
2 6 2 22| Ly >Llg-2, |0 2




GAUSOV POSTUPAK ZA RESAVANJIE SISTEMA JEDNACINA -
MATRICNI PRIKAZ - primer

1 2 -3 4 L, > L 1 2 3 4]
0 1 / Lo = Lo 01 4 7

01 2 Ly > L3 -Lo 0 0 -2 -2
0 2 8 14 Ly — Ly — 2L, 0 0 0 0]



GAUSOV POSTUPAK ZA RESAVANJIE SISTEMA JEDNACINA -
MATRICNI PRIKAZ - primer

1 2 -3 4] 1 2 -3 L
X
O 1 4 {

Arosirena — A: O l 4 X = y
P 0 0 -2 -2 00 -2 i
00 0 O] 00 0 "

(1 2 —3__X_ [ 4 ] X+2y—3z=4

0 1 4 B 11 y+4z=7
0 0 -2 Z_ 13 _27=-2
00 0]~ |22 0=0




A —

prosirena

O O O BB
O O B DN
|
N

X+2y—-3z=4

4 | (1 2 -3]
7 0 1 4
A=
~2 0 0 -2
0 | 00 0
z=1
y=7-4z=3

X=4+3z-2y=1
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INVERZNA MATRICA - izraCunavanje

A1 X1t 2 Xo +...+dn Xy = bl

doq X1 +doo Xo +...+adon Xy = b2

Matrica sistema

jednacina
a, a,
A — d,, 8y
_a'nl a‘nz
i
X = &
_Xn_




INVERZNA MATRICA - izraCunavanje

AX = B
A~L(AX) = A7'B
(AtA) X = A™1B
| X = A™1B

X = A1B

a1 Aoy ... am
d1p A2 ... a2
| & A2n ... 8nn
[ 1 .0
.0
......... 0| .
0 0 .1

Ekvivalentne
transformacije

AX =1B L | X = A™1B

C11 C21 -
C12C22...

Cin Con -

Ekvivalentne
transformacije



Ekvivalentne transformacije

1) medjusobna zamena vrsta proSirene matrice |. i L

Li<—>Lj

|

2) Mnozenje bilo koje vrste proSirene matrice proizvoljnim
brojem A =0

L — AL

3) sabiranje proizvoljne vrste prosirene matrice i neke druge
njene vrste, prethodno pomnozene proizvoljnim realnim brojem

L —> L + AL,

4) Sabiranje dve proizvoljne vrste proSirene matrice, prethodno
pomnozene proizvoljnim realnim brojevima 121 eceR A1 =20
i1 U

L > AL +4,L,



INVERZNA MATRICA - izraCunavanje

&1 a1 .-
&2 a2 ...

| dnayn .-

Ekvivalentne

. transformacije _
anl 1 0 ...0 l 1 0 ...0 C11 Co1 ...
an2 .0 . 0 C12 Coo...
......... 0 PR | | I
a.nn O O - 1_ B O O - 1 ClnCZn...
C11C21.--Cm1
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INVERZNA MATRICA - primer

1 1 1(1 0
1 -1 2(01
-1/0 O

2 1

Ll —> 7|_1 —L3
L2 —> 7|_2 —L3
L3 —)L3

o~ O

L]_—)L]_
0 L?_—)Lz—Ll
0 L3—)L3—2L1
1
7 7 0 4 <1
0 -14 0|/-10
0 0 7/ 3
12 3
ol 7 7 7
of 2 .3 _1
7 7 7
'3 1 2
7 7 7

A
Ll—)Ll
Lz—)L?_
1 1 1|1 00| ‘o0,
0 -2 1/]-1 10
0 -1 -3/-2 0 1
Ll—)2|_1+|_2
L2—)L2
L — Lg 0 0)]-2 4 6
-14 0|/-10 6 2
o 74 3 1 2
1 2
7 7
_ 5 3
Al=| 2 =
I I
3 1
7 7
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1 2

1 -1
1 11 0 O

|
N o~ RN w




