POVRSI U PROSTORU

Povrs kao trag pokretne krive
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Linija svojim kretanjem u prostoru proizvodi - generiSe povrs. Ta linija se naziva
generatrisom. Linija duz koje se vrsi kretanje naziva se direktrisom.
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Povrs kao trag pokretne krive
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Povrs kao trag pokretne krive
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POVRSI U PROSTORU

Povrs kao trag pokretne krive - elipsoid
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POVRSI U PROSTORU

Povrs kao trag pokretne krive - elipsoid

Q(a, 5,0) e D,
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Povrs kao trag pokretne krive - elipsoid G: Xi 4 y22 =1 z=y¢

yz 7? o IB
D :—=+—=1 x=0

b* ¢’

2 2
PO.A7)eD = Losl 1
x: oz

D2.¥+C_2:1’ y:O

Y
Q(a.0,7)eD,=> 2" =1

2 2 2 2
y_ Z_ 1 X* z° ﬁ Y _1 o _|_7/ -1
2 2 —+—=1 ;T2 T 2 2
b C 2 C2 b C a C
x* y* 7 o
p— + + =1 jednacina elipsoida
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POVRSI U PROSTORU

Povrs kao trag pokretne krive — elipsoid — geometrijska interpretacija

_7,_ __ ___._ | __ | / _.f (1]
| __‘__c_:,// )
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Povrs kao trag pokretne krive - elipsoid

D, :

Xx=0, y=bcos#, z=csind

D,.: x=acosé, y=0, z=csiné

G:X=acose, Yy=/sIinp, 2=y
Q=D,nG
Q(a, 5,0) e D,
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Povrs kao trag pokretne krive - elipsoid

D,: x=0, y=bcosd, z=csing

P(O,f,7) e D, = bcosd=p,csind=y

D,: x=acosd, y=0, z=csiné

Q(Of,ﬂ,O) S D2 — acosfd=a,csinfd=y

G:X=acose, y=p4sIinp, 2=y
bcoséd=p,csinf=y

acosfd=a,csind=y

—

Parametarske jednacine elipsoida
X =acosécosp
y = cosé
Z=csing
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Povrs kao trag pokretne krive — jednograni hiperboloid
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Povrs kao trag pokretne krive — jednograni hiperboloid




POVRSI U PROSTORU
Povrs kao trag pokretne krive — jednograni hiperboloid - parametrizacija

Q D,: x=acoshd, y=0, z=csinh g
P . \ D,: x=0, y=bcosh#, z=csinh @

G:X=acose,y=p4sinp, 2=y
P=DnNG Q=D,nG

P(2,0,7)e D, Q(0,5,7) €D,

—acoshd, f=bcoshd, y =csinh@

X =acoshdcos e
y =bcosh@sin g
Z=csinhé
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Povrs kao trag pokretne krive — jednograni hiperboloid — parametrizacija
lzoparametarske linije

1 L
e
-|____.

i X = acosh & cos @
: y =bcoshdsin g
Z=csinhé

0<p<2z, -L<g<”
2 2
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Povrs kao trag pokretne krive — jednograni hiperboloid - parametrizacija

D, :x=asecld, y=0,z=ctand
D,: x=0, y=Dbsecd, z=ctané

G:X=acose,y=p4sinp, 2=y

X=asecHdcose
y =bsecdsing
Z=cCctand

0<p<2z, -L<g<”
2 2
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Povrs kao trag pokretne krive — jednograni hiperboloid — parametrizacija

D, — a=«a(u): x=acosu, y=bsinu, z=-c

<u<
D, — f=p(u): x=acosu, y=bsinu, z=c O<u<2r

L G ) =a)+ V(AU ) -a(u);
_'_;:j'-i-_-jx acosu +av(cos(u +t)—cosu)
_y=asinu+av(sin(u+t)—sinu)
Z=—-C+2CV

0<t<2rx
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Povrs kao trag pokretne krive — jednograni hiperboloid — parametrizacija

0<t<2rx

Parametarske jednacine:

X =acosu+av(cos(u+t)—cosu)
y =asinu+av(sin(u+t)—sinu)
—C+2cv

O<u<L?2r,veR
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Povrs kao trag pokretne krive — jednograni hiperboloid — parametrizacija

2 2 - t Z2 t
+ y2 —sin® —-—=cos’ —
b 2 C 2
_tiOAtiﬂ
y2 ZZ

AL  Hiperboloid sa poluosama:

t t t
acos—, bcos—, c-ctg—
2 2 2
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Povrs kao trag pokretne krive — cilindri¢na povrs - parametrizacija

2 2

y: ot z°
~+ b2 —stE-C—Z
t=0

X2 y2
2 T b2 :1

Cilindri¢na povrs
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Povrs kao trag pokretne krive — konusna povrs - parametrizacija

Konusna povrs
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Povrs kao trag pokretne krive — jednograni hiperboloid — parametrizacija
lzoparametarske linije

Parametarske jednacine: X =@aCcosu +av(cos(u +t)—cosu)
0<t<2r y =asinu+av(sin(u+t)—sinu)
tz0At=7x Z=-C+2¢Cv

Jednograni hiperboloid O<u<2r,veR
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Povrs kao trag pokretne krive — jednograni hiperboloid — parametrizacija
lzoparametarske linije

Parametarske jednacine: X =@aCcosu +av(cos(u +t)—cosu)
0<t<2r y =asinu+av(sin(u+t)—sinu)
tz0At=7x Z=-C+2¢Cv

Jednograni hiperboloid O<u<2m,veR
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Povrs kao trag pokretne krive — jednograni hiperboloid — parametrizacija
lzoparametarske linije
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Povrs kao trag pokretne krive — cilindri¢na povrs — parametrizacija
lzoparametarske linije

Parametarske jednacine: X =acosu + av(cos(u -+ t) — COS u)
O<t<2r7 y = asinu+av(sin(u +t)—sinu)
t=0 Z=—C+2¢cV

Cilindri¢na povrs O<u<?2r,veR

X=acosu,y=asinu,z=-Cc+2cv O<u<L2r,veR
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Povrs kao trag pokretne krive — konusna povrs — parametrizacija
lzoparametarske linije

Parametarske jednacine: X=acosu+ aV(COS(U "‘t) —COS U)
0<t<2r y =asinu+av(sin(u+t)—-sinu)
t=nx Z=—C+2CV

Konusna povrs O<u<2r.veR

X =aco0su—2avcosu,y=asinu—2avsinu,z=—C+2cv
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Povrs kao trag pokretne krive — parametrizacija
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Povrs kao trag pokretne krive — parametrizacija
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Povrs kao trag pokretne krive — parametrizacija




POVRSI U PROSTORU

Povrs kao trag pokretne krive — jednograni hiperboloid — parametrizacija

X =acosu+av(cos(u+t)—cosu)
O<u<2rz,veR y = asinu+av(sin(u +t) —sinu)

t =3.956 t=27-3.956 =2.324
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Povrs kao trag pokretne krive — jednograni hiperboloid — parametrizacija

X =acosu+av(cos(u-+t)—cosu) X =acosu+av(cos(u—t)—cosu)
y =asinu+av(sin(u +t)—sinu) y =asinu+av(sin(u—t)—sinu)
Z=—C+2¢cV Z=—C+2CV

O<u<2r,veR O<u<2r,veR

t=27-3.956 =2.324
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Povrs kao trag pokretne krive — jednograni hiperbolo
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POVRSI U PROSTORU

— parametrizacija

Povrs kao trag pokretne krive — jednograni hiperboloid

lzoparametarske linije
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POVRSI U PROSTORU

Povrs kao trag pokretne krive — dvograni hiperboloid

dvogranog hiperboloida:
2

O
C
>0
(1)
c
©
(0]
—_
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Povrs kao trag pokretne krive — dvograni hiperboloid
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Povrs kao trag pokretne krive — dvograni hiperboloid — parametrizacija

Q D,: x=asinh @, y=0, z=ccoshé

P
e 2 D.: x=0, y=bsinh @, z=ccosh&
= : g _
G:x=acose,y=p4sinp,z=y

P(a,0,7), Q0,5,7) €G

PeD,, QeD,
X =asinhdcos e
y =bsinhgsin ¢
Z=ccoshé@

0<p<2rz, -L<o<Z
2 2
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Povrs kao trag pokretne krive — dvograni hiperboloid — parametrizacija

D :x=atand, y=0, z=csecd
D,: x=0, y=btan@, z=csecéd
G:X=acose,y=p6sinp, 2=y
P(a.0.7), QO0,5,7) €G

PeD,, QeD,
X=atan@dcosge
y=Dbtanédsin ¢
Z=Ccsecd

O<p<2r, -L<g<Z
2 2
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POVRSI U PROSTORU

Povrs kao trag pokretne krive — elipticki paraboloid
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POVRSI U PROSTORU

Povrs kao trag pokretne krive — elipticki paraboloid
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POVRSI U PROSTORU

Povrs kao trag pokretne krive — elipticki paraboloid - parametrizacija .

D, : x* =2pu, y;O,'z:hu"
D,: y"=2qu, x=0,z=u
G:x=acose, y=bsing, z=y

P(a,0,7), Q(0,5,7) €G
PeD,, QeD,

X =+/2pU COS @
y =./2qu sin @
Z=U

u>0, 0<p<2r
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Povrs kao trag pokretne krive — elipticki paraboloid — parametrizacija
lzoparametarske linije

e al
= -
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Povrs kao trag pokretne krive — hiperbolicki paraboloid

D:x*=2pz, y=0
G:y' =-2q9(z-y), x=5
p,g>0

Jednacina hiperbolickog
paraboloida:

2
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Povrs kao trag pokretne krive — hiperbolicki paraboloid
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Povrs kao trag pokretne krive — hiperbolicki paraboloid
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Povrs kao trag pokretne krive — hiperbolicki paraboloid




POVRSI U PROSTORU

Povrs kao trag pokretne krive — hiperbolicki paraboloid
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Povrs kao trag pokretne krive — hiperbolicki paraboloid
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Povrs kao trag pokretne krive — hiperbolicki paraboloid
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POVRSI U PROSTORU

Povrs kao trag pokretne krive — hiperbolicki paraboloid
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Povrs kao trag pokretne krive — hiperbolicki paraboloid
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Povrs kao trag pokretne krive — hiperbolicki
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Povrs kao trag pokretne krive — hiperbolicki
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L4

Povrs kao trag pokretne krive — hiperbolicki paraboloid
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Rotacione povrsi
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Rotacione povrsi




POVRSI U PROSTORU Jednacina krive u xz — ravni:

x=a,(u), y=0, z=¢,(u)

Rotacione povrsi

Rotacija oko z - ose P(O(1 (u), 0, a, (U))

C(0,0,a,(1))

X=a,(Uu)cosv, y=¢a,(u)sinv, z=c,(u)



POVRSI U PROSTORU Jednacina krive u yz — ravni:
X=0v¥y=a,(), z=a,(u)

Rotacione povrsi

Rotacija oko z - ose P(0, a, (u), a, (u))

C(0,0,,(1))

X=a,(u)cosv, y=a,(u)sinv, z=a,(u)
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Rotacione povrsi - primeri

X=U, y=sinu, z=0 x=sinu, y=u, z=0

O<u<2r O0<u<2r

Rotacija oko x - ose Rotacija oko y - ose




POVRSI U PROSTORU X=U, y=sinu, z=1

Rotacione povrsi - primeri O<u<2r

Rotacija oko y - ose

X=U, y=sinu, z=1

O<u<?2r
Rotacija oko x - ose
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Rotacione povrsi - primeri X=u, y= O, Z=U
— 271 <uU<L2rx

Rotacija oko z - ose

X=U, y=cosu+2,z=0
O0<u<2r

Rotacija oko x - ose
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Rotacione povrsi — primeri — rotacioni elipsoid Rotacija oko x-ose
2 2 2
- X Z
Xx=10cosu, y=5sinu, z=0 +y + =1
a’ b* ¢’

O<u<2r
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Rotacione povrsi — primeri — rotacioni elipsoid Rotacija oko y-ose

x=10cosu, y=5sinu, z=0 x>y 7

0<u<2r x* oy’ a2+b2+c2:1
- +—=112=0

2 2 2 2 2 2

X y V4 1 = X y Z




POVRSI U PROSTORU X=15secu, y=0, z=5tanu
Rotacione povrsi — primeri -1<u<il

Rotacioni jednograni hiperboloid ¥ 2?

Rotacija oko z - ose 152 - 52 =1, y=0

/// a=b=15 c=5

———ee N I —

Jednacina rotacionog jeLnogranog hiperboloida

X2 y2 ZZ X2 y2 ZZ X2 2 2

y Z
2 2 2 : 2 + 2 2 : + o =1
a b C 15 15° 5§ 225 225 25
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Rotacione povrsi — primeri
Rotacioni jednograni hiperboloid

X=U+18 y=u+2,z=uU
-40<u<30

Rotacija oko z - ose

AL

i=

a = b Najkrace rastojanje izmedju
mimoilaznih pravih: ose i prave
koja rotira
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Rotacione povrsi — primeri
Rotacioni paraboloid

x=2u,y=0,z=u’
—2<U<S 0<u<h

Rotacija oko z - ose

Dvostruka povrs

2 2

X +y =217
P q

[

“\\1\\1\111 JI f’f!f{
> =47
X2:2pz p—q—2

2 2

X Y 9,
2 2
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Translatorne povrsi
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Translatorne povrsi

Translatornim kretanjem generatrise G duz direktrise D nastaje translatorna povrs.
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Translatorne povrsi




) D: a=a(u), u, <u<u,
POVRSI U PROSTORU

Translatorne povrsi G: /B — /B(V)’ Vo SV,

o o= () = AV + alUy) - ) + (W) —alu,)

o. o=o(UVv)=alu)+pV)-BV,)
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Translatorne povrsi - primeri o' O= g(U,V) — Ot(U) 4 IB(V) — 'B(VO)
D: x=sinu, y=u, =0 G: x=sinv,y=0,z=vVv
0<u<2rz ’ |
0<v<2rx

o=o(u,v)=(sinu+sinv, u, v)
T 0<u<27,0<v<2r

- ! 1T
177 ]TI..I,.:_?_ -
| o=0o(U,Vv):
/ B ] ]
H PR X_(u,v) =sinu+sinv
\L:—{_ yo_ =U

Z_ =V
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Translatorne povrsi - primeri

X=1rcosu, y=rsinu, z=cu

r
F Xx=0,y=0,z=v
-
|

® -
| - o=o(u,v)=(rcosu, rsinu, cu+yv)
*
- o=o(U,v):
«
X =T cosu
\ y =rsinu

Z=CU+V
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cne povrsi

Cilindri




POVRSI U PROSTORU

Cilindricne povrsi

Izvodnice

Translatornim kretanjem prave linije G duz direktrise D nastaje cilindri¢na povrs.
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Cilindri¢ne povrsi




POVRSI U PROSTORU

Cilindricne povrsi - primeri

Direktrisa: elipsa

Xx=10cosu, y=5sinu, z=-1
O<u<2r

Generatrisa:
X=0,y=0,z=v
—-1<v<]

Cilindricna povrs:

Xx=10cosu, y=5sinu, z=v

O<u<2r, -1<v<l
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Cilindricne povrsi - primeri

Direktrisa: kriva
X=U, y=-1 z=sinu
—nTSUsrw
Generatrisa:
X=0,y=v,z=0
-1<v<1

Cilindricna povrs:
X=U, Y=V, Z=sInu

—n7<u<rm -1<v<l
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Cilindricne povrsi - primeri

Direktrisa: parabola

X=U,y=u? z=-25

—nm<U<lrx
Generatrisa:
Xx=0,y=0,z=v
—-25<v<25

Cilindricna povrs:

X=U, y=U’ z=V

—n<u<m, —25<v<25




POVRSI U PROSTORU

Pravoizvodne povrsi
Povrs
o=0o(U,v):

je pravoizvodna ako kroz svaku njenu tacku prolazi prava koja pripada
toj povrsi.

Cilindricne povrsi su pravoizvodne povrsi.
Konusne povrsi su pravoizvodne povrsi.
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Pravoizvodne povrsi - konusne povrsi

C(XO’ yO’ ZO)

D: a=a(u), U, <u<u,

a(U) = (051 (U), az (U), a?, (U))
G: Prava odredjena sa dve
tacke

o = OK(U) i C(Xo’ Yoo Zo)

ot o =o(Uy) =C+v(al)-C), ve R
X =% +V(@, (W) =X,), Yo +V(@, ()~ ¥,), Z+V(a,(U)-2,), veR
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Pravoizvodne povrsi - konusne povrsi - primer

Xx=10cosu, y=10sinu, z=0

C(0,0,20)

Konusna povrs:

X =10vcosu
y =10vsinu
Z =—20V

VeR




POVRSI U PROSTORU

Pravoizvodne povr3i D, : a(u), 0<u<l,

D,: f(u), 0<u<l,




~

POVRSI U PROSTORU

Pravoizvodne povrsi
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Pravoizvodne povrsi
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POVRSI U PROSTORU

Pravoizvodne povrsi

a=a(u):

x=10,y=u,z=0
0<u<49
p=pWU):
x=30,y=0,z=u
0<u<49

o=0o(u,v):

o(u,v) =a(u) +Vv(4(u)—a(u))

O0<u<49 0<v<l







POVRSI U PROSTORU

Pravoizvodne povrsi — tangencijalne povrsi

X=5cosu, y=>5sinu, z=0.5u

0<u<20r




POVRSI U PROSTORU

Pravoizvodne povrsi — tangencijalne povrsi

a. Xx=5cosu, y=5sinu, z=0.5u
0<u<20x

= o=oc(U,Vv)=a(u)+va'(u)
. - asushb, c=sv<d

———

O .

X =5cosu—-5vsinu
y =5sinu+5vcosu

z=0.5u+0.5v
0<u<20xz, 0<v<8
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POVRSI U PROSTORU

Pravoizvodne povrsi — tangencijalne povrsi




POVRSI U PROSTORU a(u) = (x(u), y(u),z(u))

Pravoizvodne povrsi — tangencijalne povrsi
_ qu qu | . . qu
a: X(u)=5 2+cos— |cosu, y(u)=5 2+cos— |sinu, Z=5sIn—
P

O<u<?2r, 0<Lv<1?



