KOORDINATNI SISTEMI U PROSTORU

Dekartov pravougli koordinatni sistem
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KOORDINATNI SISTEMI U PROSTORU

Dekartov pravougli koordinatni sistem
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KOORDINATNI SISTEMI U PROSTORU

Dekartov pravougli koordinatni sistem

P(X,y,2)

X=C Y=C,

Prava paralelna sa z-osom

P(c,,¢,,0)

U Oxy ravni




KOORDINATNI SISTEMI U PROSTORU

Dekartov pravougli koordinatni sistem

P(X,y,2)

X=C, Z=C,

Prava paralelna sa z-osom

P(C1’O’C3)

U Oxy ravni




KOORDINATNI SISTEMI U PROSTORU

Cilindri¢ni koordinatni sistem

Polarni koordinatni sistem u ravni

U ravni Oxz polarni koordinatni
sistem

y

P(x,y)
P(&,r)
r
y=rsiné
0
X =TrCcosé X

Cilindri¢ni koordinatni sistem

V4

A

A

\P(x, Y,2)

P(O,r,2) y

r X=rcoséd
y=rsing
2=1



KOORDINATNI SISTEMI U PROSTORU

Cilindri¢ni koordinatni sistem

P(x,y,2)
P@,r,2)

X =1rCcoSé
y=rsiné
7=17



KOORDINATNI SISTEMI U PROSTORU

Cilindri¢ni koordinatni sistem

P(x,y,2)
P@,r,2)

¢ = const

poluravan

I =const

cilindar

Z =const

ravan



KOORDINATNI SISTEMI U PROSTORU

Cilindri¢ni koordinatni sistem
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KOORDINATNI SISTEMI U PROSTORU

Cilindri¢ni koordinatni sistem
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KOORDINATNI SISTEMI U PROSTORU

Cilindric¢ni Iﬁoordinatni sistem

P(X,Y,2)
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KOORDINATNI SISTEMI U PROSTORU

Sferni koordinatni sistem

P(x,Y,2)
P(0,p,r)

Odnos Dekartovih i sfernih
koordinata

X =1TC0S¢®Cosf
y =rcosesiné
Z=rsing



KOORDINATNI SISTEMI U PROSTORU

Sferni koordinatni sistem

P(X,y,2)
P(O,p,r)

¢ = const

poluravan

@ = const

konus

I =const

sfera



KOORDINATNI SISTEMI U PROSTORU

Sferni koordinatni sistem
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KOORDINATNI SISTEMI U PROSTORU

Sferni koordinatni sistem
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LINIJE (KRIVE) U PROSTORU

Preslikavanje

. 2
| =[a,b]cR a.l >R, tel
47 nekog intervala | (jednodimenzionalne)
realne prave Ru R°

je linija (ili kriva) u prostoru .

R a t b

R — parametarska prava



LINIJE (KRIVE) U PROSTORU
a: | = R?

teR alt)=(a).a,1)a(t)
Skup tacaka

o) | tel}={a0),a,0),a0,0)tel]

je linija (ili kriva) u prostoru.

| =[a,b]c R

R — parametarska prava



LINIJE (KRIVE) U PROSTORU
a:l—>R°
a(t) = (o, (), a, (t), , (1))
a<t<b
47 Jednacine
x=a,(t), y=a,), z=a,(})
a<t<b

su parametarske jednacine te krive.

Za krivu @ se kaze
da je zadata u
parametarskom obliku.

R — parametarska prava



LINIJE (KRIVE) U PROSTORU

Matematicki prikaz krive linije C
u prostoru u parametarskom
obliku

12 x=a,), y=a, (), z=a,) a<t<b

nije jednoznacan.




LINIJE (KRIVE) U PROSTORU

Ukoliko je

@:J -1
Diferencijabilna rastuca funkcija koja (p' (Z') >0
vrsi preslikavanje nekog intervala J =[C,d]

neke parametarske prave 7 na
interval | :[a,b] tada su

X=a,(@(7)), y=0,(@(0), 7=, (p()) ~ c<r<d

takodje parametarske jednacine iste krive C .

Kaze se da je izvrSena reparametrizacija i nove jednacine su:

X=p,(0), Y=, @, 2=5,(0)  c<r<d



LINIJE (KRIVE) U PROSTORU

Cilindri¢ni koordinatni sistem

Parametarski zadata kriva
linija u prostoru u
cilindricnom koordinatnom
sistemu:

0 =o(t)
r=g,(t)
Z = @4(t)

t <t<t,



LINIJE (KRIVE) U PROSTORU

Sferni koordinatni sistem

Parametarski zadata kriva
linija u prostoru u sfernom
koordinatnom sistemu:

0=y, ()
p=y,(t) LU
r=y,(t)



LINIJE (KRIVE) U PROSTORU

Primeri

Prof. dr Ljiljana Petrusevski
MATEMATIKA U ARHITEKTURI 2

X =0.2tcost
y=0.1tsint g<t<12r
z =0.01t°

X =0.2tcost
y =0.1tsint 0<t<Ll2r
z=0.1t

X =0.2tcost
y:O.]_tsint 0<t<L12x
z=0

X =0.2tcost
y = 0.1tsint 0<t<Ll12r
Z=-9




LINIJE (KRIVE) U PROSTORU

Primeri

3 X= 4cost
e y:4sint OStSZOﬂ'
.' H“‘=T;;_‘_= ; — 0.1t
—— |
‘ 'I X =4 cost
X 0<t<207
0<t<20xr

Prof. dr Ljiljana Petrusevski
MATEMATIKA U ARHITEKTURI 2



X(t)=a(t)
LINIJE (KRIVE) U PROSTORU Y(t) — (t)
=,

Z(t) = a4(1)

Ol(t) = (0!1 (t), A, (t), o (t)), tel Kriva u prostoru

Projekcija kriv
o, (1) = (@, (1), o, (1),0),  tel  poekede kivena

OXY -ravan

Projekcija krive na

axz (t) = (0[1 (t)’ 01 053 (t))’ tel OXz -ravan

Projekcija kriv
a, () =(0,a,(t),a() tel clekela krive na

Oyz -ravan

Prof. dr Ljiljana Petrusevski
MATEMATIKA U ARHITEKTURI 2



LINIJE (KRIVE) U PROSTORU
( ) X =0.2tcost

S 0<t<L12x
Primeri y =0.1tsint

. 4
< | z=0.01t’

- 31z=0.1t

Projekcija
krivih 2,3 i 4
- na OXYy - ravan

Prof. dr Ljiljana Petrusevski
MATEMATIKA U ARHITEKTURI 2



LINIJE (KRIVE) U PROSTORU

Primeri

Projekcije na koordinatne ravni

Pogledi: odozgo, spreda, sa bo¢ne strane

\ o
z=0 y=0 X =0

Prof. dr Ljiljana Petrusevski
MATEMATIKA U ARHITEKTURI 2



LINIJE (KRIVE) U PROSTORU

Primeri
—'—- ‘-—-“_\
\\‘
~.‘-
: ———
™ — —e—y

Darko Kadvanj

X =asint
y = acost
z=t/(10-a)
X=(1-10)sint a=12,.,10
y = (1-10) cost ~10<t <10
z=t/(10-1)
-10<t<10 Step 0.1

Primer krivih u prostoru

Projekcija na Oxy - ravan su
koncentri¢ni krugovi:

X =(1-10)sint
y =(1-10) cost
z=0

Prof. dr Ljiljana Petrusevski
MATEMATIKA U ARHITEKTURI 2



X = acost
y =Dbsint

Primeri
rimeri —c

LINIJE (KRIVE) U PROSTORU

X = (8—0)cost
y =(0-8)sint
z=(-8,...,8)

0<t<2r  Step0.3

17 elipsi u ravnima
paralelnim sa Oxy ravni

Projekcija na Oxy - ravan su
elipse:
X = (8—0)cost
y =(0-8)sint
z=0

Ivana Kula

Prof. dr Ljiljana Petrusevski
MATEMATIKA U ARHITEKTURI 2



LINIJE (KRIVE) U PROSTORU

Primeri

X = (8—0)cost

y:(O_S)Sint X:aCOSt a:817!"'!_1’0’1""1718

Z:(_8,".,8) y:bSint b:Oili"'l718’71"'1110

OStSZﬂ Step 0.3 . =C C:_81_71-'-10111"'1718

17 elipsi u ravnima X = a.cost

paralelnim sa Oxy ravni _ a=87..-101..78
y:(8—a)S|nt ] A | ) ==y ") ]
¢ c=-8-7,..,01..7.8

Ivana Kula

Prof. dr Ljiljana Petrusevski
MATEMATIKA U ARHITEKTURI 2



LINIJE (KRIVE) U PROSTORU

Ravne krive

Kriva u prostoru koja lezi u nekoj ravni naziva se ravhom krivom.
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LINIJE (KRIVE) U PROSTORU

Ravne krive

Z =C =const

N\ g parabola

\ - y2 =2pz, X

Il
o

hiperbola




LINIJE (KRIVE) U PROSTORU

parabola

y?=2pz, x=0

parabola

y'=2pz, x=c=0

elipsa

2 2

X
L
a~ b

elipsa

2 2

X

—+y—_1, Z=c=0



LINIJE (KRIVE) U PROSTORU

Tangenta, normala, binormala

| =[a,b]cR
Kriva u prostoru o . I —> R3

a(t) = (e (), o, (), oy (1)), tel

a'(t)=(a(t).ap(t).as(t)), tel
a"(t)=(af(t).ay(t).a5(t)), tel
a"(t)=(e(t).aj(t),ay(t)), tel



LINIJE (KRIVE) U PROSTORU

Tangenta, normala, binormala

|=[a,b]cR a: | - R’

a(t)= (Oll(t )., (1), (1 )) ‘a(t)‘ = \/0512(’[)+0522(’[)+0532(t)

a'(t) = (g (1), (t),a5(t))  Ja'(t) =o' (t)+a, 2 (t)+a 2 (t)
a"(t)=(eg(t),a(t),a5(t)) o (1) =y 2 (1) +a," 2 (1) +a," 2 (1)

a"(t)=(e(t), (1), eq(t)) | () =\a " 2 (1) +a," 2 (1) + a2 (1)




Tangenta
LINIJE (KRIVE) U PROSTORU

Normala
Tangenta, normala, binormala Binormala
~ "(t ~ ! ~
()=o) N(t)=—1,§:;‘ B(1)=T(D)xN(1)

a'(t)




LINIJE (KRIVE) U PROSTORU

Tangenta, normala, binormala

Jedini¢ni vektor tangente:

fty=2WM
(1)

Jedinicni vektor normale:

N(t) = o
T'(t)

Jedini¢ni vektor binormale:

T(t),N(t),B(t) = yiemar B(t)=T(t)xN(t)

Pokretni prirodni trijedar



X = cost-(1+cost)
y = sint
Primer z =1+cost

LINIJE (KRIVE) U PROSTORU
0<t<2r




LINIJE (KRIVE) U PROSTORU

T(t), N(t)

- oskulatorna ravan

00

5.0



T(t), N(t) -oskulatornaravan
LINIJE (KRIVE) U PROSTORU N (t ) B(t ) _normalna ravan

N(t), B(t) -normalnaravan




T(t), N(t) -oskulatornaravan
LINIJE (KRIVE) U PROSTORU N (t ) B(t ) _normalna ravan

T(t )’ B(t ) - rektifikaciona ravan

T(t), B(t)  -rektifikaciona ravan




LINIJE (KRIVE) U PROSTORU

Reparametrizacija

Matematicki prikaz krive linije C
u prostoru u parametarskom
obliku

12 x=a,), y=a,(), z=a,) a<t<b

nije jednoznacan.




LINIJE (KRIVE) U PROSTORU

Reparametrizacija

Ukoliko je

0:J 1 ¢'(7)>0
Diferencijabilna rastuca funkcija koja
vrsi preslikavanje nekog intervala J =[C,d]

neke parametarske prave 7 na
interval | =[a,b] tada su

X=a,(@(1)), y=0,(0(9)), Z=0,((7)) ~ c<r<d

takodje parametarske jednacine iste krive C .

Kaze se da je izvrSena reparametrizacija i nove jednacine su:

x=0,@, y=5,@, 2=6,(0)  c<r«d



LINIJE (KRIVE) U PROSTORU

Reparametrizacija

a(t) = (o (t), a, (), o, (), tel
l=[a,b] J=[c,d]
p:J - t=¢p(7), 7€

a(t)=a(e(7))=p5(7), 7€
plr)=a(e(r))¢(z), 7€l



LINIJE (KRIVE) U PROSTORU

Reparametrizacija

a(t) =(a(t), o, (t), a5 (t)),  tel t=p(z), 7€l
IB(T):(181(7)’/82(7)1183(7))1 rel

X(t) =, (1) X(t)= ()
Y(t)=a,(t) a<t<h Y(t)=p,(r) C<r<d
Z(t) =, (1) Z(t)=f,(7)

t=p(7), 7€l



LINIJE (KRIVE) U PROSTORU 5(t)
Prirodna reparametrizacija ‘

a t

a(t) =(a,(t), a,(t), o, (1)), tel | =[a,b]

S ()=l (1) +a (1) +a(t)

s(t):js' (t)dt = _t[\/al’z(t)+a;2(t)+a§2(t)dt

s(a)=0 I=[ab] J=[0,5(b)]

o153 9t s=p(t) t=¢p'(s)
tel, seld

b



LINIJE (KRIVE) U PROSTORU 5(t)
Prirodna reparametrizacija ‘

a t b
s(a)=0 1=[a,b] J=[0,5(b)]
p:l>J 91l s=gp(t) t=¢7(s)
tel, seld

a(t)=a(p (s))=r(s)

a(t) = (o (t) a, (), o, (), tel
()= ((8)72(5).75(s)), sel



LINIJE (KRIVE) U PROSTORU

Prirodna reparametrizacija

y'(s) =1

T(s)=7(s)

oo T(s) _ (s) )
N(S)__’IL,(S)‘_ 7/”(3)‘ B(S):T(S)XN(S)




Tangenta

LINIJE (KRIVE) U PROSTORU
Normala

Prirodna reparametrizacija Binormala

Jedini¢ni vektori tangente, normale i binormale su invarijantni u odnosu na
parametrizaciju:

a(t) _ p(r)
(1) |p(7)
T(t) _T(r) _7'(5)
T(t) [T(o)] ()

B(t)(=B(r)=B(s))=T(t)xN(t)= 7'(5)7(2"(3)
/4

T(t)=T(r)=T(s))= = 7(s)

N(t)=N(z)=N(s))=




LINIJE (KRIVE) U PROSTORU

Krivina

K(s)=

dT(s)

ds

T(s) =

7"(s)




LINIJE (KRIVE) U PROSTORU

Krivina
a(t) = (o (), o, (), oy (1)), tel
X(t)=ay(t) o/ (t)xa'(t)
K —
Y(t)=a,(t) ast<b (t) Z(OF
Z(t) = a,(t)

<ty = @i e ) +(ajo ~ale ) +(afe; ~asa )

3

2 12 12 ),
(o + g +af?)



LINIJE (KRIVE) U PROSTORU

Krivina

Poluprecnik krivine: R=—

Krug krivine

50

-5.0

00

5.0



X = cost - (1+cost)
y =sint
Krivina - primer 7 =1+ cost

LINIJE (KRIVE) U PROSTORU
O0<t<2r




LINIJE (KRIVE) U PROSTORU

Geometrijsko mesto
centara krugova krivina
neke krive je evoluta te
krive. Sama ta kriva, za
svoju evolutu je
evolventa.




