JEDNACINE PRAVE - KANONSKI OBLIK JEDNACINA PRAVE

Prava odredjena tagkom i paralelnimAektorom P-
z Py (%1 Y01 Z5)
5 p=(a,b,c)
P(x,y,z)e p

ﬁi:(x_xo’y_yo’z_zo)

___________________________________________________

X

Tacka P pripada pravoj [0 akoisamo ako su
vektori PP i P kolimearni.

p Iz uslova kolenearnosti slede jednacine prave:

X=X, _ Y=Y, _2-2

a b C




PRIMER

Napisati jednacine prave koja sadrzi tacku PO (1, — 2,3)

i paralelna je vektoru ﬁ = (5, 2,—3).

P! P@L-23) X=X _Y=Y¥% _

L—1

0

p=(5-32) a b

Xx-1 y+2 7-3
5 -3 2




PARAMETARSKE JEDNACINE PRAVE
Prava odredjena tackom i paralelnimAektorom p |

P, (%, Y51 o)
p/ p=(a,b,c)
P(x,y,z)e p
. PP=(x=X,y-Y,2-2,)

________________________________________

Tatka P pripada pravoj ako i samo ako su vektori
PP i P kolinearni |:>O—|:5:t. P, teR
P (x=x,y-Yy,z-2z,)=t(a,b,c) teR
X—X,=at, y—-y,=bt, z—z,=ct, teR
X=X+at, y=y,+bt, z=z,+ct, teR



PARAMETARSKE JEDNACINE PRAVE
Prava odredjena tackom i paralelnimAektorom p |

P
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PARAMETARSKE JEDNACINE PRAVE
Prava odredjena tackom i paralelnimAektorom p |

P

il
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|l
—_
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________________________________________




PRIMER

Napisati parametarske jednacine prave koja sadrzi tacku Po (1, — 2,3)

i paralelna je vektoru ﬁ = (5, -3, 2)

P P(x,,Y,,2) P: P1-23)
p=(a,b,c) p=(5-32)
y=Y,+bt tcR y=—2-3 teR

Z=17,+cCt z=3+2t




PRIMER*

Napisati parametarske jednacine prave koja sadrzi tacku Po (1, — 2,3)

i paralelna je vektoru ﬁ = (5, -3, 2)

P B Vor Z) P: P(L,-23)
p=(a,b,c) 6 =(5-32)
X=X _ Y=Y _27% _, x—1:y+2:z—3:t
a b C 5 -3 2
X = X, + at X =1+ 5t
y=Y,+bt teR y=—2-3t teR
Z=12,+CcCt z=3+2t




PRIMER

Napisati jednacine prave koja sadrzi tacku P0 (— 1, 2,—3)
inormalnajenaravan —2x—-3y+27+4=0 -

R P
A A P.(-1,2,-3)
N p=N =(-2,-3,2)

Kanonske jednacine

° X=X, Y=V, Z-1,

o | a b ¢
X+l y-2 743

-2 =3 2




PRIMER*

Napisati parametarske jednacine prave koja sadrzi tacku P0 (— 1, 2,—3)
inormalnajenaravan —2x—-3y+27+4=0 -

P e P
A A P( 1,2,-3)
N =N =(-2,-3,2)
x+1:y—2:z+3:t
‘ -2 -3 2
a Parametarske jednacine
X = X, +at x=-1-2 (R
y=y,+bt (R V=2
Z=-3+2t

Z=1,+Ct



JEDNACINE PRAVE
Prava odredjeng sa dve tacke

P.
I:)o(Xo’ Yo Zo)
Pl(xl’yl’zl)

P(x,y,2)e p
X @:(X_Xo’y_yo’z_zo)

ﬁ:ﬁ:(xl_xo!yl_ymzl_zo)

kolinearnost P0I5i PP

Iz uslova koleniarnosti slede jednacine prave:

X_Xo _ y_yo . Z_Zo

Xl_XO yl_yO Zl_ZO




PRIMER

Napisati jednatine prave odredjene sa dve tacke P, (]_, — 2,3) i P1(3’ 4,]_) .

P=PP=(3-1,4+21-3)=(2,6,-2)

p=(26-2)

P Po(1_2’3) X=Xy Y=Y, <-4
p=(26,-2) a b C
x—l_y+2_z—3 ‘2 N X_1:y+2__(z_3)
2 6 —2 3



PRIMER*

Napisati jednatine prave odredjene sa dve tacke P, (]_, — 2,3) i P1(3’ 4,]_) .

_—

P=PP=(3-1,4+21-3)=(2,6,-2)
p=(26,-2) p=03-1)
P Po(1_2’3) X=Xy Y=Y, <-4
p=013-1) a b C
x—l_y+2:z—3 « 1 y+2:_(z_3)




PARAMETARSKE JEDNACINE PRAVE
Prava odredjena sa dve tacke

D:
PO(XO’ yO’ ZO)
P].(Xl’ yl’zl)
P(x,y,z)e p
X ﬁ:(x_xo’y_yo’z_zo)

?Pl):(xl_XO’yl_yO’zl_ZO)

) kolinearnost P,P i f < PP=tP,P

(X_Xo’y_yo’z_zo):t(xl_xo’yl_yo’zl_zo)
X=X, :t(xl_xo)1 Y=Y, :t(yl_yO)’ L— L, :t(zl_zo)



PARAMETARSKE JEDNACINE PRAVE

p:
P, (X, Yo 2o)
P.(%. Y, 2,)

P(x,y,2)e p
___________________________________ x X— Xo =1 (X1 - Xo)
Y=Y, :t(yl_ yo)

teR 7 =t(z,-2,)

X=X, +t(X —X,) X=1-1)x,+tX,
teR Y=Y +t(¥:=Yo) fer Y=(@-t)y, +ty,
2=2,+1(z,-2,) z=(1-t)z,+tz



PRIMER

Napisati parametarske jednacine prave odredjene sa dve tacke

P(1,-23) i PR(341

. P: Po(l,—2,3) P1(3’4’1)
0,02 =1+1(3-1)
P(x,, Y, 2,) y=—2+t(4+2) teR
z=3+t(1-3)
X=X, +t(X —X,)
Y=Y, +t(¥,—Yo) X=1+2t
2=17,+t(z,-2,) y =—2+6t teR




PARAMETARSKE JEDNACINE PRAVE

t<0

P.

I:)O(XO’ yO’ ZO)
IDl(Xl’ yl’ zl)

P(x,y,z)e p

X=X, +t(X, —X,)

teR y= yo+t(y1_yo)
z=2,+1(z,—z,)

O<t<l

t

N

1

t>1




PARAMETARSKE JEDNACINE PRAVE

t<0

X

P.

P(XO’yO’ O

)
P(%,, Y, 2,)
P(x,y,2)e p

OP =OP,+PP=0P, +tPP,

O<t<l

t

N

1

t>1




PARAMETARSKE JEDNACINE DUZI

P.
R (Xo » Yo Zo)
Pl Pl (X11 y11 zl)

P(x,y,z)e PP,

Jednacdine duzi Po Pl

x X=X, +t(X, —X,)
, Y=Y, + t(yl - yo)
v ~ 2=12,+1(z,—z,)

0<t<1




PARAMETARSKE JEDNACINE DUZI

0:
P,(X» ¥or Z, )

P1 Pl(Xl, Y., 21)
P P(X’ y,Z)E PoPl
| P Jednatine duzi Po P1
| 0 f
h ----------------- SR X = (1—t)x0 +1 Xl

0<t<1




PARAMETARSKE JEDNACINE PRAVE
Prelazak sa kanonskog na parametarski oblik

X_Xo :y_yo . Z_Zo

a b C

X=X _ Y=Y 21
a b C

X=X, +at
y =Y, +bt teR
Z=1,+Ct



PRODOR PRAVE KROZ RAVAN

X=X, _ Y=Y, 21,

p P b ¢
R, a: AX+By+Cz+D=0
\ X_Xo:y_yozz_zo:t

P a b C
* X =at + X,
y:bt+yo tER

Z=Cl+2z,



PRODOR PRAVE KROZ RAVAN

P=pna
D :X_Xo:y_yozz_zo
a b C
X a. AX+By+Cz+D=0
X=at+X,
teR
P y=bt+y,
Z=Cl+2Z,

< P(XP’yP’ZP):?

A(at+x,)+B(bt+y,)+C(ct+2,)+D=0 = t=t

X, =at, +X,, Y, =bt,+y,, z,=ct,+z, = P(X,,V,,Z,)



PRIMER P

Odrediti prodor prave P X+l = y=2 = 2+3 \PO
-2 -3 2

krozravan . —2X—-3Y+22+27=0 \P

X+1 y-2 7+3 _t Parametrizacija
2 -3 2 prave
X=-1-2t, y=2-3t, z=-3+2t, teR

a

—2X—-3y+22+27=0
—2(-1-2t)-3(2-3t)+ 2(-3+2t) + 27 =0
A+9t+4t+17=0  17t+17=0 L[=-1
X,=-1-2-(-1), y,=2-3-(-1), z,=-3+2-(-1)
X,=1 y,=5 z,=-5 pna=P(1,5-5)

P



PROJEKCIJA TACKE NA RAVAN

I:)o (Xo’ Yo Zo)

P a: AXx+By+Cz+D, =0
,\ o P, n =(AB,C)
n, . P’ P- (Rep, pla)
i I:)o(Xo’yo’Zo)
' p=n,
@ COX=X Y-y, 21
P TA T T

pNa=P



PRIMER

P
pNa=P’ ;
Odrediti ortogonalnu projekciju tacke ’
P.(1,-2,5) n, P
na ravan :
a. 2X-3y+z+1=0
Pep, pla .
p.: R@L-25) 2(2t +1) -3(-3t-2)+(t+5)+1=0
p=f =(2-31) 14t+14=0 t=-1
pr XTLY#2_ 255 0y, =2 (D) +1=-1
2 =3 1 Y, =-3-(-1)-2=1
X=2t+1
z, =-1+5=4
y:—3t—2 teR .
7=t+5 pna=P(-114)




PROJEKCIJA TACKE NA PRAVU

4

PO(XO’ Yo Zo)
X=X _ Y=Y _2-1¢

P. = = :
a b C
5. P=@bo)
P
/ a: (Pea, alp)
(7 P(Xo’yo’zo)
n n=p
n, =(a,b,c)

a:a(Xx—x,)+b(y-y,)+c(z—z,)=0

pNna=P



PRIMER

Odrediti ortogonalnu projekciju tacke Po (2, 2, 1)

O-U
~
\\
A}
\

—

na pravu . X2l _y+2_z-o > -
I ) Pr |~

a. (Pea, adlp) — "

P0(2,2,1) pma:P

ﬁa:ﬁ:(z’_3’l) <

a:2(x-2)-3(y-2)+(z-1)=0

2X—3y+z2+1=0

p: x=2t+1 y=-3t-2, z=t+5
2(2t+1)—3(-3t—2)+(t+5)+1=0

14t+14=0= t=-1

X, =-1, y.=1 z,=4 pra=P'(-11 4)



PRAVA KAO PRESEK DVE RAVNI

a: AX+B y+Cz+D, =0
p. Ax+B,y+C,z+D,=0

p=anp

ﬁﬂLﬂ:ﬁﬂLp
pLn, p’Lﬁﬂ — ﬁ:ﬁaxﬁﬂ
X=X _ Y= ¥ _2—4

a b C



PRAVA KAO PRESEK DVE RAVNI

a: Ax+B y+Cz+D, =0
R p: Ax+B,y+C,z+D,=0

p=anp
. Ax+B y+Cz+D, =0
P AXx+B,y+C,z+D,=0

—>

i, =(A,B,C) n,=(A,B,C,)
p=n,xn,=(a,b,c)
Kanonski oblik:

X=X, _ Y=V, _Z-12,

a b C

\
=

V
Al

P



PRIMER

Napisati kanonske jednacine prave
_ 2X-3y+2+1=0
p:
-X+y-3=0

zadate kao presek dve ravni.

i, =(2-3) i, =(-110)
i j k
B=0 xii =2 -3 g3 1
p="n,xn, L0
1 1 0
p=n xn, =(-1-1-1)

i

IS
le
AN
/>
=

\/
A



*PRIMER Pe

Napisati kanonske jednacine prave
P J P P /
2X—-3y+z+1=0 A—|
p:
—-X+y-3=0 ‘ﬂ i pﬁ
zadate kao presek dve ravni. a/\ﬂ

i, =(2-31) f,=(-110)
b=, xf, =(-1-1-1) >
PO (X01 yo; Zo) < p p : PO (8,—5,0)

2X—-3y+z+1=0 .
—X+y-3=0 p=(-1-1-1)

A

z=0 \  X-8 y+5 2
x-3y+1=0 |  PT == -(-1)
~x+y-3=0]-2

_y-5=0=y=-5 - p: X-2=y-5=1
—X-5-3=0 = x=8




PROJEKCIJA PRAVE NA RAVAN

a: AX+B y+Cz+D, =0
X=X Y=Y 24

P a - b - C
n,=(A,B,C)
p=(a,Db,c)

pop, pla

xP, B(X,Y¥yZ,)epcp
n,xP, R(XYe:2,)€p
amﬂ:p




PRIMER

2

3 1

- x=1 y+2 z-5
Odrediti projekciju prave P = = R
A |

na ravan a. X—272+4=0 .

B ﬁ =ﬁ xﬁ P1-25epcp
o I K 3
n,=nxp=2 -3 1]|=I 5

1 0 =2

L. 6(x=1)+5(y+2)+3(z-5)=0

[ 6X+5y+3z-11=0

p'=anp

2

=6i +5] +3k

_3|

X-2z+4=0
6xX+5y+3z-11=0



UGAO IZMEDJU DVE PRAVE p.-P,=4a,-a,+b b, +c -c,

Ugao izmedju dve prave je ugao za koji treba
zarotirati jednu pravu da bi se poklopila sa
drugom pravom.

X — X — Z—1
pl: O:y yO_ 0

a, bl C,
X_Xo_y_yo L— L,

a, b, C,

p,=(a,b,c) P,=(a,b,c,)

b,- B, =|B,|-|P,|-cose

_ PP ¢ = arc cos Pl'r_)f
LARIA LAREA

O, T—Q su dva ugla od kojih je jedan ostar a drugi tup

P, -

COS @



PRIMER

Odrediti ugao izmedju pravih

. X=2 y-3 1+l
P T T T
p,: X—4=—(X+1)=-z

P, B, =1-1+3-(-1) +(-2): (-1 =0

COS @ = ?Vﬁj 0 o
IARLARNIARIA
go:arccosO:z
722372
T—Q=2r——=




UGAO IZMEDJU PRAVE | RAVNI

. X_Xo _y_yo _Z—Z

0

p P- =
a b C
\Po a. AX+By+Cz+D=0
Nﬁ p=(ab,c)
"N p i, =(A,B,C)
- T
l(p,na)25—§0




PRIMER

Odrediti ugao izmedju prave

o x—2:y—3:z+1 p=(272)
1 2 2

i ravni a: 2X-y+1=0 ﬁa — (2,—1, O)

S P
N

COS(£—¢j= _P_} \Fﬁ
2 ‘p na p A
(n j 1.2+2-(-1)+2-0 )\(/)'ﬁa
COS| ——@ |= p
2 \/12_|_22_|_22 .\/224_(_1)2_'_02
T o

COS(E_(DJZO

2 7772 yavs




UGAO IZMEDJU DVE RAVNI

Ugao izmedju dve ravni
pe PO./ a: AX+B y+Cz+D, =0
gb\ B: Ax+B,y+C,z+D,=0
Q _,
0 ~(A.B,.C)
\>< :(AZ’ 2 2)
P A, -1,
COSQY =——
i nﬂ‘




P, -
a

2

ﬁl :(al’bl’cl)
rjz =(3.2,b2,C2)

Q Sadrii pl i paralelna je pz.
IB Sadrzi [), iparalelna je P, .

N = p,x b, =(A B,C)
3N,H€p1 a.Ax+By+Cz+D, =0

o
B:N,P ep, B Ax+By+Cz+D, =0




Najkrace rastojanje izmedju
taCaka mimoilazne prave

d=|PP,-ortN

yiyop, yLla (yLp)

—

y:Pep, i, =p,xN

—

5:Pep, i =p,xN

N=yMN o) Zajednicka normala

nNnNna=M,ep, NNS=M,ep, naplisetatke

Rastojanje izmedju tacaka |\/|1 € p, i |\/|2 € p, je najkrace
rastojanje izmedju dve mimoilazne prave.



PRIMER

Napisati jednacinu ravni N1
koja sadrzi tacku o |
P(-2,5,3)
. . P
i normalna je na pravu °
- x-1 'y z+2 @
1 -1 1

P(-253)ea N, =p=(@1-11)
o A(X=X)+B(y—Y,)+C(z2-2,)=0

(X+2)-(y-5)+(z-3)=0
X—-y+z+4=0



PRIMER
. P
N " _ N

Napisati jednacinu ravni O I —

koja sadrzitacke _)7
P(-213) ; R(0.1-3) pe ﬁvf
i paralelna je pravoj 0
_ o x-1_y+1 2z o P,
1 2 1
i=PP =(0+21-1-3-3)=(2,0,—6)
b =p=(1,2-1)
Tk 0 -6 2 -6 -2 0
N=axb=2 0 —6/=i_ |-j[ _|+k[, =127 -4]+4k
2 -1 1 -1 1 2
1 2 -1
N=012-44=B-1)  3x_0)—(y-1)+(z+3)=0

3Xx—-y+z+4=0



PRIMER

Napisati jednacinu ravni &
koja sadrzi tacku

P,(2,3,0)
i paralelna je pravama
X+5 _ y-5  z-1
1 3 2
P, X=y=12
i J Kk
N =poxp,=[1 =3 —2=i] > “9=jL “A+k| J=—i-3j+4k
PP, 1 1 1 1 1 1
1 1 1
o Po (21310) N — (_1, _3, 4)

—(x=2)-3(y—-3)+4(z-0)=0
—X—=3y+4z+11=0



PRIMER

Napisati jednacinu ravni ¢y

0 <
koja sadrzi tacku PO (O, 2,3) ) a ® _

. n
normalna je naravan y B
P.2X+y—-27+2=0 R
i paralelna pravoj

X+2_y 2z p ><
T |

a= nﬂ_(2,1,—2) b= p=>0-31)
| J k
- - 11 =2 22 -2 -2 1 ..
N=axb=2 1 -2/=i — ] +k =51 —4] -7k
-3 1 1 1 1 -3
1 -3 1

a: P(023) N =547 5(x-0)+4(y-2)+7(z-3)=0
5X+4y+172-29=0



