ANALITICKA GEOMETRIJA U PROSTORU



VEKTOR POLOZAJA TACKE

a.

7 |
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T T — -
a,
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v
: Vektor
a=0A= (ax,ay,az): a,l+a,]+a,Kk

je vektor polozaja tacke A(ax , ay , az ) :



KOORDINATE VEKTORA ODREDJENOG POCETNOM | ZAVRSNOM TACKOM

Lz

e OA=d=(a,a,a,) OB=b=(b,,b,.b,)

—

AB=0B-OA=b-a=(b,,b,b,)-(a,a,,a)=(,-a,.b -a,b -a,

ﬁéz(bx—ax,by—ay,bZ —az)



RASTOJANJE IZMEDJU DVE TACKE

Lz

A(ax, a,, az)

e

AB:(bX—aX,by—ay,bZ —az)

d(A, B) Z‘E‘ = \/(bx _ax)z _|_(by _ay)z +(bz _az)2

e

Rastojanje izmedju dve tacke A i B je intezitet vektora AB .

’
’
s



RASTOJANJE IZMEDJU DVE TACKE

Lz

A(ax, a,, az)

B(b,,b, b, )

—_—

AB:(bX—aX,by—ay,bZ —az)

,

.
,

y.”

d(AB)=[AB|— b, ~a) + (b, —a ) + (b, -a)

e

Rastojanje izmedju dve tacke A i B je intezitet vektora AB .



PRIMER
Date su tacke A=(1-12) B=(4,0,-2) C=(-21,-1)

Odrediti vektor normalan na ravan koju odredjuju te tri tacke.

d=AB=(4-10-(-1),-2-2)=(31-4)

1 b=AC =(-2-11—(~1),-1-2) = (-3,2,-3)
P] K
N=axb=3 1 -4
-3 2 -3
o1 -4 |3 -4 3 1
= — ] -
2 -3 -3 -3 -3 2

N =5i +21j + 9k
N = (5,21,9)




PRIMER
Date su tacke A= (O, 2, 0) B= (2, 0, O) C = (2, 2, 2)

Odrediti vektor normalan na ravan koju odredjuju te tri tacke.

,\ d=AB=(2-0,0-2,0-0) = (2,-2,0)

—_—

b=AC=(2-0,2-2,2-0)=(2,0,2)

#qi K o o o -2
=axb=2 -2 0= — ] +K
0 2 2 2 2 0
2 0 2
N =—4i —47 +4k N =(—4,-4,4)
- 1 1. N
AN = (-44,-42,44) A== =N=—=(-1-11
4 4 4 ( )

ortN = (-

1 1 1 ) k |
= y Vektori normalni na ravan
J3' 43743




PRIMER

Data je kocka osnovne ivice @ =1 sajednim temenom u koordinatnom
pocCetku O i sa ivicama koje polaze iz tog temena i leze na pozitivhim delovima
koordinatnih osa. U tu kocku upisan je tetraedar ACDE prikazan na slici cije su ivice
dijagonale strana date kocke. Odredititi ugao izmedju vektoraAD i AE .

;EZ A=(0,1,0) C=(1,0,0) D=(L11) E=(0,0,)
Zi AE =(0-0,0-1,1-0) = (0,-1,1)
5 AD = (1-0,1-1,1-0) = (1,0,1)
K AD-AE =0-1+(-1)-0+1-1=1
] i 1 AD| = |AE| =2
i /0 o X
//// 050 AD - AE 1 1
1 ¢ — — —
A 3 AD|[AE| V242 2

T
_ 7 _60°
Y73



PRIMER

Data je kocka osnovne ivice @ =1 sajednim temenom u koordinatnom
pocCetku O i sa ivicama koje polaze iz tog temena i leze na pozitivhim delovima
koordinatnih osa. U tu kocku upisan je tetraedar ACDE prikazan na slici cije su ivice
dijagonale strana date kocke. Odrediti AD x AE i ort tog vektora.

lgEZ A=(0,1,0) C=(1,0,00 D=(111) E=(0,0,1)
1 AE =(0-0,0-1,1-0) = (0,~1,1)
5 AD = (1-0,1-11-0) = (1,0,1)
K F iR
j i 11 ADxAE=1 0 1/=i-j-k
/0 c x 0 -1 1
L 5 AD x AE = (1,-1,-1)

,,"ADXAE‘z\/12+(—1)2+(—1)2 =3 ort(ADxAE)z(\/lg,\—/}’ —1)

3 3



PRIMER

Data je kocka osnovne ivice @ =1 sajednim temenom u koordinatnom
pocCetku O i sa ivicama koje polaze iz tog temena i leze na pozitivhim delovima
koordinatnih osa. U tu kocku upisan je tetraedar ACDE prikazan na slici cije su ivice
dijagonale strana date kocke. lzracunati AC . DE

;EZ A=(0,1,0) C=(1,0,00 D=(111) E=(0,0,1)
7 AC =(1-0,0-1,0-0) = (1L,-1,0)
D DE =(0-1,0-11-1) = (-1,-1,0)

k

AC-DE =1-(-1) +(-1)-(-1)+0-0=0

]/o ¢ x
10 — . Uzajamno

A B = AC 1 DE ortogonalni




PRIMER

Data je kocka osnovne ivice @ =1 sajednim temenom u koordinatnom
pocCetku O i sa ivicama koje polaze iz tog temena koje leze na pozitivhim delovima
koordinatnih osa. U tu kocku upisan je tetraedar ACDE prikazan na slici cije su ivice
dijagonale strana date kocke. Izracunati ‘Ac .BE -

A=(0,1,0) B=(110) C=(1,0,0) D=(111) E=(0,0,1)

Lz

e Q AC =(1-0,0-1,0—0) = (1,—1,0)
\ D BE =(0-1,0-1,1-0) = (-1,-1,1)
k AC -BE =1-(=1) +(-1)-(-1)+0-1=0
. NN
Y © LR E U




JEDNACINA RAVNI

odredjene jednom tackom i 24
vektorom normalnim na tu ravan N
Py (%1 Yor 25)
A 01
N N =(AB,C)
------------------- P P(x,y,2)ea
> g
a i PoP:(X_Xo’y_ywz_zo)

Tacka P(X, Y, z) pripada ravni ¢¢ akoisamo su vektori P Pi N

- s
uzajamno ortogonalni. Iz uslova ortogonalnosti |\ . P P=0
sledi jednacina ravni:

A(X—X,) +B(y—-Y,)+C(z-2,) =0



PRIMER

Napisati jednacinu ravni O
koja sadrzi tacku

Z|

Z|

P.(2,-5-6)

i normalna je na vektor

N =(-1,2,-3). g

A(X—XO)+B(y—y0)+C(z—ZO):O
—(Xx=2)+2(y+5)—-3(z+6) =0

—-X+2y-32-6=0




JEDNACINA RAVNI
Vektor normalan na ravan

N =(A B,C)
PO(XO’ yO’ZO)
A(X—XO)+B(y—y0)+C(z—zo):O

Ax+By+Cz+D=0
D =—-Ax, —By,)-Cz,

Ax+By+Cz+D=0 = N =(A B,C)



PRIMER

Napisati jednacinu ravni IB g
koja sadrzi tacku Nﬂ T

P.(-2,53)

i paralelna je sa ravni /

a: —x+2y-372-6=0 /NT
N, =N, =(-12,-3)

B: B(-253) N,=(-12,-3)
A(X—x,)+B(y-vy,)+C(z-2,)=0
—(X+2)+2(y-5)-3(z-3)=0

—-X+2y-32-3=0



JEDNACINA RAVNI

odredjene jednom tackom i dva a:
vektora paralelna sa tom ravni
F)O(XO’ yO’ ZO)
E S
*. oP _’ P, = (az b, Cz)
pZF?ﬁJ -------- I_jl Nzﬁlxﬁzz(A,B,C)
a “ ﬁz a.
P(x,y,2)ea APO_(Xf’ yoj ZO_)
P— N_plxpz_(A’B’C)
PP=(X-X,y—Y,,Z-2)

A(X—X,) +B(y—-Y,)+C(z—-2,) =0



PRIMER

N B, .
Napisati jednacinuravni ¢ | e
koja sadrzi tacku . oP
R (2’ - 5’_6) ﬁ "
2 "]/ e _
i paralelna je vektorima F%J pl
ﬁl — (1’ _ 31 - 2) a “ _0’2
rjz — (11 01 _1)
i ] Kk
T N T o A [ SR [ S P
= X = — — = — + = — +
hoP: o -1 h 1" o J
1 0 -1

a: P(2-5-6) N=(3-13)
3(x—2)-1(y+5)+3(z+6)=0

3X—=y+3z+7=0



JEDNACINA RAVNI
odredjene jednom tackom i dva
vektora paralelna sa tom ravni

a .

I:)o(xo’ Yo Zo)

p, =(a.b,c,)
r)z :(azibzicz)

P,P =

Tacka P(X, Y, z) c (¢ akoisamo ako su vektori

y_yo

X — X,
al
a

2

P(x,y,2)ea
(X=%,y-Y,,2—2,)

Po P, pl ) pz komplanarni.
/ — ZO



PRIMER

Napisati jednacinu ravni koja sadr¥i tatku /w0
. P
Po (_ 2,1,3) . 'ﬁ

i paralelna je sa vektorima P, F%j -------- p,l

Py = 4,-3,-2) (04 o=

F_jZ — (11 O’ _1) . Pz
ﬁ1:(11_31_2) 1 —3 —2 :O
rjz :(1!01_1) 1 O _1

x+2) > T4 (y_nt T2
o -1 V7 4

+(z @1 30
1 0

3(x+2)-(y-1)+3(z-3)=0  3x-y+3z-2=0



JEDNACINA RAVNI
odredjene sa tri tacke

o .
I:)o(xo’ Yo Zo)

F)l(xl’ yl’ Zl)

P, Y,2,)
Pxy,2)ea

PP =(X—X,Y,— Y, 2, —Z,)
PP =(X, %Y, ~ Y02, 2,)
PP =(Xx=%,y-Y,2-7,)
N=PPxPP,=(AB,C)

. P
Pz et R
e P
P
04
X . Po(xo’yo’zo)

N =(A B,C)
A(X—X,) +B(y—Y¥,)+C(z-2,)=0




JEDNACINA RAVNI a.
odredjene sa tri tacke Po (XO, Yo Zo)

Pl(Xl’ yl’ Zl)
PZ(XZ’ y2’ ZZ)

Pr. P(x,y,z)ea

- P .
PU . a. P0 (xo ' Vo zo)
o P N :(A,B,C)
X X A(X_Xo)+B(y_yo)+C(Z_zo):O
N =R P xRF, x. Pl(xl’yl’zl)
N =PP. xPP, N =(A,B,C)
- i - A(X_X1)+B(y_y1)+c(z_21):()
N=PP xPP, a:  Px,y,,2,)
N =(AB,C) N =(A,B,C)

A(X—X2)+B(y—y2)+C(Z—ZZ)=O



PRIMER Y
N

Napisati jednacinu ravni F;: P P
koja sadrzi tacke %J ------------ P1
RL22) P(200) P23 4
3=PP =(2-1,0-2,0-2)=(1,-2,—2)
b=PP,=(2-12-2,3-2)=(10,1)

i ]k
L J-2 -2 h -2 0 -2 . . .
N=axb=1 -2 -2/=i — ] +K =-21 -3 +2K

0 1 1 1 1

1 0 1

N =(-2,-3,2) —2(x-1D)-3(y-2)+2(z-2)=0

—2X-3y+2z+4=0



PRIMER Y
N

Napisati jednacinu ravni F;: P P
koja sadrzi tacke %J ------------ Pl
RL22) P(200) P23 4
3=PP =(2-1,0-2,0-2)=(1,-2,—2)
b=PP,=(2-12-2,3-2)=(10,1)

i ]k
.- -2 -2 1 -2 -1 -2 .
N=axb=1 -2 -2/=i — ] +K =-21 -3 +2K

0 1 1 1 1

1 0 1

N =(-2,-3,2) ~2(x=2)-3(y-0)+2(z-0)=0

—2X-3y+2z+4=0



JEDNACINA RAVNI o

Odredjene sa tri tacke P2 ., 7F0)

a . I:)”} ------- 1
0 o

I:)o(xo’yo’zo) o P

F)l(xl’ yl’ Zl)
PZ(XZ’ y2’ 22)

PP.PP.PR|=(PPxPP) PR =0

P(X,y,2)ea o
qﬁ — (X— Xo’ y — yo’ Z— Zo) Jednacina ravni:

P0P1:(X1_Xo’y1_yo’zl_zo) X=Xy Y=Yy <-4
P0P2:(X2—X0,y2—y0,22—20) X=X Y=Y 474 =0

Tacka P(X, Y, Z) pripada ravni X, =% Yo=Yy 4,74
ako i samo ako su ovi vektori
komplanarni.




PRIMER

Napisati jednacinu ravni koja sadrZi tacke Po (]_, 2,2) P (2 0 O)

P(x,y,2)ea

PP=(x-1y—-22-2) Xx-1 y-2

PP =(2-1,0-2,0-2)=(1-2,-2) L -2

PP, =(2-1,2-23-2)=(10)) o0
- 1 -2 1 -2

(X—1)|O | (y- )| +(z2- 2)| | 0

—2(x-1)-3(y—-2)+2(z-2)=0
—2X—-3y+22+4=0

P,(2,2,3)

Z—2
—2
1




JEDNACINA RAVNI — SEGMENTNI OBLIK

AP, AB,AC  tomplanami > [AP, AB, AC |=0
X—a Yy 1z

-a b 0=0 = —+—+—=1
-a 0 c |




PRIMER

Napisati jednacinu ravni koja na osama x,z,y redom odseca

a=2 b=-3 c=5

§_|_X_|_E_1

a b ¢
§_X+E:1‘.3o
2 3 5

15x-10y+6z-30=0



JEDNACINA RAVNI — SEGMENTNI OBLIK

Z(;,o,o)
B(0,b,0)

Paralelna z-osi




JEDNACINA RAVNI — SEGMENTNI OBLIK Q-

/ P(x,y,2)ea 2888;

Es = (X —a, Y, Z) Paralelna z-osi

AB =(-a,b,0)
= (001)
B b(x—a)+ay=0
X—a Yy zZ bx+ay=ab
—a b 0=0 = X Y4
0 0 1 a




JEDNACINA RAVNI — SEGMENTNI OBLIK

N =(b,a,0) b(x—a)+ay=0=bx+ay=ab=

Z(;,o,o)
B(0,b,0)

Paralelna z-osi

P(x,y,2)ea
AP =(x-a,y,z)
k
b 0 .
0|=1 — ]
0 1
1

AB =(-a,b,0)
k =(0,01)
N O+IZ_a b=bT+aT
0 1
§+X:1

a b



PRIMER

Napisati jednacinu ravni koja sadrzi tacke

P1,22) Q(3,14)

i paralelna je x-osi.

PQ=(3-11-2,4-2)=(2-12)

i =(1,0,0)
i j Kk
L — -1 20 .2 2| -2 - S
N=PQxi =2 -1 2|=I — +k J1:21+k
0 0 1 0 1 O
1 0 0
a: Pp(1,2,2) 0-(x-1)+2(y-2)+(z-2)=0
N =(0,2,1) 2y+2-6=0



