UREDJENI PAROVI

Uredeni par elemenata, d € A,,b € B oznaten sa (a, b) , je par elemenata
u kome je bitan njihov poredak; tacno se zna koji je prvi, a koji je drugi element para.
Za elemente A i b kaze se da su redom prva i druga komponenta uredenog

para .

Uredeni parovi (a, b) i(C, d) su jednaki ako i samo ako su im jednake prve
komponente i jednake druge komponente t;j.

(a,b)=(c,d) <= (a=caAb=d)



UREDJENI PAROVI - PRIMER

_

Q)

d
Uredjeni par vektora u ravni. Znacaj poretka.

Uociti ugao za koji treba rotirati prvi vektor da bi po pravcu i smeru
doslo do poklapanja sa drugim vektorom. Rotacija u pozitivnom i
negativnhom smeru.



UREDJENI PAROVI - PRIMER

(a,b)

(a,b)

-

Pravougaonik dimenzija

alb azb

Sa stranicama paralelnim
koordinatnim osama

(a,b)  (b,a)

(b,a)

-

Skaliranje po y-osi
faktorom 0.5

(b,a)



DEKARTOV PROIZVOD SKUPOVA

Dekartov (direktni) proizvod skupova A i B , utom poretku, oznacensa Ax B,
je skup koji se sastoji od svih uredenih parova (a, b) sa komponentama

acAbeB

t.].

AxB:{(a,b)‘aeA/\beB}

2
Dekartov proizvod skupa A sa samim sobom oznacavasesa A X A = A

i naziva se Dekartovim kvadratom skupa A



DEKARTOV PROIZVOD SKUPOVA - PRIMERI

Dekartov proizvod skupova A = {]_, 2, 3} i B = {a b}
je skup ’

Ax B ={(1,a),(1,b),(2,a),(2,b),(3,a),(3,b) }

Dekartov kvadrat skupa W = {S, t} je skup

W2 = { (s9), (s ), (4 5), (t ) |



DEKARTOV PROIZVOD SKUPOVA - PRIMERI

A= B- (23

AxB=1{(12,(13)(22,(23)]
BxA=1{(21),(22,(31),32]

AxBz#BxA (23) e AxB
(23)  Bx A

Dekartov proizvod nije komutativna operacija.



DEKARTOV PROIZVOD SKUPOVA - PRIMERI

R? =RxR={(x,y)| x,yeR}

.Q
AXY Y A
IR s
| b A P(a,b)
Q(b,a)
azb="P(a,b)=Q(a,b)




DEKARTOV PROIZVOD SKUPOVA

Uredena n-torka elemenata d € Ai' | = 12....n
oznacena sa (ai, d,,..., an)

je kolekcija n elemenata sa tacno utvrdenim poretkom; tacno

se zna koji je prvi, koji je drugi element i.t.d.

Elementi a,d,,...,a su redom prva, druga, . . ., n-ta

komponenta uredene n-torke (ai, d,..., an)



DEKARTOV PROIZVOD SKUPOVA

Dve uredene n-torke
(a]_, dy,..., an) i (bl, b2, ey bn) su medusobno jednake

ako i samo ako su im jednake odgovarajuce komponente, t;j.

ako i samo ako je a1 — I[)l/\a2 — b2 /\___/\an- — bn

(a,,a,,..,a )=(b,b,,....b) < a =bAra, =b,A.Aq, =h,



DEKARTOV PROIZVOD SKUPOVA

Dekartov proizvod skupova Au A2 yaney An , U tom poretku, oznacen sa
A1 X A2 X, X A1 , je skup koji se sastoji od svih uredenih n-torki
(avaz’""an) sa komponentama @& € A, 1 =12,...,n .

AxAx.xA ={a,a,,.,a) acAji=12..n]



DEKARTOV PROIZVOD SKUPOVA

Dekartov proizvod n medusobno jednakih skupova oznacava se

sa AXA...XAIAn

Vo

N

i naziva se n-tim Dekartovim stepenom skupa .




DEKARTOV PROIZVOD SKUPOVA - PRIMERI

R®=RxRxR={(x,y,2)| x,y,zeR}




VEKTORI U PROSTORU



VEZANI VEKTORI

Uredeni par (A, B) taCaka AiB je orijentisana duz ili vezani vektor

AB = (A, B) Cija je A poCetna tacka, a B zavrsna tacka.



VEZANI VEKTORI

Prava p koja prolazi kroz tatke A i B je nosa¢ vezanog vektora AB=(A,B)



VEZANI VEKTORI

Vezani vektori ﬁz(A, B) i C_Ijz(C, D) suistog pravca ako
imaju paralelne nosace.



VEZANI VEKTORI

Vektori istog pravca mogu biti istog ili suprotnog smera.

vektori AB=(A,B) | CD=(C,D) su
istog smera ako su tacke B i D sa iste strane prave AC,
a suprotnog smera ako su tacke B i D sa raznih strana prave AC.



VEZANI VEKTORI

AB=(A,B)

Intezitet |AB | vektora ABz(A,B) je rastojanje izmedju

tacaka A i B, odnosno duZina duZzi AB.



SLOBODNI VEKTORI

Skup svih vezanih vektora istog pravca, smera i inteziteta je slobodni
vektor. Slobodnivektor 8 se zadaje jednim proizvoljnim
predstavhikom a= AB . Svaka dva predstavnika se translatornim
kretanjem mogu dovesti do poklapanja.



SLOBODNI VEKTORI

Pravac, smer i intezitet slobodnog vektora je pravac, smer i intezitet

bilo kog njegovog predstavnika.
Vektor inteziteta nula je nula vektor.
Vektor inteziteta jedan je jedinicni vektor.



NADOVEZANI VEKTORI

Oy

O

A 4

a

Vektori takvi da se pocetna tacka narednog poklapa sa zavrSnom tackom
prethodnog nazivaju se nadovezanim vektorima.



SABIRANJE VEKTORA — PRAVILO TROUGLA

a

Zbir dva nadovezana vektora AB i BC je vektor AC = AB+BC

Cija je poCetna tacka, pocetna tacka prvog, a zavrSna tacka je zavrSna tacka
drugog vektora.

Zbir dva slobodna vektora 8= AB i b=BC je slobodni vektor

a+b=AC ¢ijije predstavnik vektor AC = AB+BC  koji

—

predstavlja zbir dva nadovezana predstavnika vektora a i b .



SABIRANJE VEKTORA — PRAVILO PARALELOGRAMA

Zbir dva vektora sa zajedniCckom pocetnom tackom je vektor koji predstavlja
orjentisanu dijagonalu paralelograma konstruisanog nad tim vektorima, sa
pocetnom tackom koja se poklapa sa poCetnom tackom tih vektora.



MNOZENJE VEKTORA SKALAROM

Vektor 3 pomnoZen skalarom A je vektor 13

Istog pravca sa vektorom 3 , inteziteta ‘ﬂ.‘ ‘é:

Vi

Istog smerasavektorom @ za A >0 a
Suprotnog smerauodnosunavektor @ za A <0.



MNOZENJE VEKTORA SKALAROM

Vektor inteziteta O je nulavektor Q=0
Vektor & pomnozen skalarom 4 = —1 je suprotan vektor — J .

Zbir vektora i njemu suprotnog vektora je nula vektor: a+ (— é) =

0



RAZLIKA VEKTORA

Razlika 8 —D dvavektora 8 i D je zbir prvog vektora i vektora

suprotnog drugom vektoru: 3 —p = a + (_ b)



KOLINEARNOST VEKTORA

A#0

Dva ne nula vektora su kolinearni ako imaju isti pravac.

-
—_

Dvavektora @ i [) sukolinearniakoisamo ako je za neko

leR A1#20 b=J3.



KOMPLANARNOST VEKTORA

N
L

A 3 B

Tri ne nula vektora su komplanarni ako se translatornim kretanjem mogu dovesti u
polozaj da pripadaju istoj ravni.

Tri vektora a , b i C sukomplanarniako isamo ako postoje

l, HE R , od kojih je bar jedan razli¢it od nule, takvidaje C = Ad + lle :

- -

—

KaZe se da je vektor C linearna kombinacija yektora a i D ili da je vektor
razlozen na komponente kolinearnesa @ i D).



NEKOMPLANARNI VEKTORI

Vektori koji nisu komplanarni su nekomplanarni vektori. Nijedan od tri
nekomplanarna vektora ne moze se izraziti kao linearna kombinacija preostala dva
vektora. Svaki Cetvrti vektor u prostoru je linerna kombinacija tri nekomplanarna
vektora — _ g >

d=Aa+ub+vc

Odnosno svaki Cetvrti vektor se moze razloziti na komponente kolinearne sa tim
vektorima. Ovo razlaganje je jedinstveno.



KOORDINATNI SISTEM

a:lé+y5+v5

d = (4, uv)

-> >

Nekoplanarni vektori a, b, C Cine bazu, a skalari ﬂ, M,V sukoordinate
vektora ( utojbazi. Uredjena trojka nekomplanarnih vektora sa zajednickom
pocetnom tackom O cine trijedar. Trijedar odredjuje koordinatni sistem. Zajednicka
pocCetna tacka je koordinatni pocetak, a koordinatne ose su odredjene pravcem i
smerom vektora trijedra.



ORJENTACIJA KOORDINATNOG SISTEMA

OV

_ b
a R

Desni trijedar
Desni koordinatni sistem

Levi trijedar
Levi koordinatni sistem

Orjentacija zavisi od redosleda vektora. Ako dva vektora u svom redosledu
zamene mesta, orjentacija trijedra i koordinatnpg sistema se menja.



DEKARTOV PRAVOUGLI KOORDINATNI SISTEM Z

Levi trijedar Desni trijedar
Levi koordinatni sistem Desni koordinatni sistem

Tri uzajamno ortogonalna jedini¢na vektora su nekomplanarni i ¢ine
ortonormiranu bazu.

Trijedar koji Cine tri uzajamno ortogonalna jedini¢na vektora odredjuju
Dekartov pravougli koordinatni sistem.

Zavisno od orjentacije trijedra, koordinatni sistem je levi ili desni.



DEKARTOV PRAVOUGLI KOORDINATNI SISTEM

V v
itk
0X—>
X

Desni trijedar Levitrijedar
Desni koordinatni sistem Levi koordinatni sistem



KOORDINATE VEKTORA

a=0A=0B+0E=0C+OD+0OE =a,ji +a,j+ak



KOORDINATE VEKTORA

y.~
Svaki vektor u prostoru se moze razloziti na komponente kolinearne sa vektorima

i J k t.).

svaki vektor u prostoru se moze predstaviti kao linearna kombinacija uzajamno

ortogonalnih jedini¢nih vektora baze T, j, IZ ;. a= aXT +4a, I + aZIZ :



KOORDINATE VEKTORA

vy~
d=al+a j+ak < da=(a,,a,a,)

ax,ay,az su koordinate vektora a



KOORDINATE VEKTORA

______________________

—

d=al+a j+ak < d=(a,,a,a,)

Koordinate vektora ne zavise od njegovog polozaja u prostoru odnosno koordinate
slobodnog vektora su koordinate proizvoljnog njegovog predstavnika.



KOORDINATE VEKTORA

Razlaganje vektora na komponente kolinearne sa vektorima baze

—

i J K je jednoznacno.

a=(a,.a,,a,) b =(b,,b,.b,)

—

d=b < a,=b Aa,=b Aa,=h,

Vektori su medjusobno jednaki ako i samo ako su im jednake koordinate.



INTEZITET VEKTORA

9 i E a:aX|+ayJ+azk:(aX,ay,az)
2 — 2 —2 —|2
' oA ~|0B| +/OE
D
2 _2 —2 — )
3 =|oc| +|oD| +|oE
- S
C X
a, . . )
A B d"=a,"+a," +a,’

— 2 2 2
Intezitet vektora: ‘a‘ = \/ax + ay + az



PRIMER

Intezitet vektora:

a=(3,0,—4) e |a=y32+0%+(-4) =4/25=5

a=(2,-21) . [a=y22+(-2f+12=19=3

a=(4,-4,4) i \é\:\/42+(—4)2+42:\/3-42=4x@



KOSINUSI UGLOVA KOJE VEKTOR GRADI SA KOORDINATNIM OSAMA

cos’  +€0s* f+cos’ ¥y =1

a‘z
COSy = —=

4
gde su CZ,,B, 7/

redom uglovi sa koordinatnim

osama X, Y, Z



PRIMER

Data je kocka osnovne ivice @ =1 sajednim temenom u
koordinatnom pocetku O i sa ivicama koje polaze iz tog temena i leze na
pozitivnim delovima koordinatnih osa. OA je dijagonala te kocke.
Odrediti uglove koje vektor E& gradi sa koordinatnim osama.

/ 3=0A=7+]+K
T 3=0A=(111)

k?ﬁ af =141+ =3 [d=+3
o

i a cosg = L N3
7/(5\ | LA = EINEREE
T 1

- \\\\\N\ :&:_:_3

a, J =l cos /3 R
y ’/ D

cosy=2- L N3

7/_‘_»‘_\/5_ 3



PRIMER

Data je kocka osnovne ivice a =1

sa jednim temenom u

koordinatnom pocetku O i sa ivicama koje polaze iz tog temena koje leze
na pozitivnim delovima koordinatnih osa. OB je dijagonala donje osnove
te kocke. Odrediti uglove koje vektor QB gradi sa koordinatnim osama.

k?a

@ )
— O\\

a J

b=OB=i+]
BZO—B>:(1’1’O)
b =17 +1°+0° =2 |b|=+2
com:%;i:ﬁ a:£:45°
a, b| V2 2 4
______________________ b 1 42 :£:450
¢ X COS =Ty:_:_,3
/ b| V2 2 4
T
COS}/:&ZLZO 7/:_:900



PRIMER

Odrediti kosinuse uglove koje vektor é — (2, — 2, 1) gradi sa koordinatnim
osama.

a) =22 +(-2f +12 =49 =3

w|

_a,_2 _8__2 _a,
COS« _E_ 3 cos f3 ‘a‘ 3 COS ¥ |§|




PRIMER

Odrediti uglove koje vektor é: — (2’ O, 2) gradi sa koordinatnim osama.

=422 +0%+22 =+/2.22 =242

cosq =2 _ 1 _V2 a =" =45
a 2v2 V2 2 4

0 7T 0

cos B=—L= =0 p=—=90
p a 242 2
7T

COSy = o —— 2 _ 1 :ﬁ 7/=Z=450

a 242 2 2



ALGEBARSKE OPERACIJE NAD VEKTORIMA ZADATIM POMOCU KOORDINATA

A a:(/lax,;tay /”Laz) 5:15:(1ax,1ay 1aj
g \uoup
Ad+ub = 2la,,a,,a, )+ ulb,,b,,b, )= (A8, + b, Aa, + b, , A4, + b, )

y
—é:(—l)-é:(—ax,—ay,—az)

b-a=(b,.b,.b,)-(a,.a,a)=(,-a,b, -a,b -a,)

x1 My ¥z



PRIMER

Zbir a + 6 dva vektora
3=(-12,0) i b=(1,-3-1) jevektor

C=d+b=(-1+1 2-3,0-1)=(0,-1,-1)

Zbir é: + 6 dva vektora
a= (3, — 2, 4) i 6 = (—1, 3,1) je vektor

C=a+b=(3-1-2+3,4+1)=(2,1,5)



PRIMER

Za dati vektor a= (—]_, 2, 5) vektor
2-d=(2-(-1),2-2,2-5)=(-2,4,10)

-3-d=((-3)-(-1).(-3)-2.(-3)-5)=(3-6,-15)

Suprotan vektor

-a=(-(-1),-2,-5=(1,-2,-5)



PRIMER

—
—

Razilka Q@ — b dva vektora
(12 ) i 62(1,—3,—1) je vektor

c=d-b=(-1-1,2-(-3),0-(-1))= (-2, 5,2)

—

Razilka b — a dva vektora
a = (—l, 2,0) [ 6 = (l,—3,—1) je vektor

—

C=b-d=(1-(-1),-3-2,-1-0)=(2, -5,-1)



PRIMER

Za dati vektor a= (—4,8,12) vektor

-4 8 12
:(T’Z’Z):H’Z’?’)

N |



PRIMER
Za date vektore
a=(-132) b=(2,-3-1) ¢=(-3,3) izracunati

251 b i 35+2b-¢C

2a+b =2-(-1,3,2)+(2,-3,-1) = (-2,6,4) + (2,-3,—-1) = (0,3,3)

3a+2b-¢=3-(-132)+2-(2,-3-1) - (1,-3,3)
33 +2b—¢=(-3,9,6)+ (4,—6,-2) — (1,-3,3) = (0,6,1)



PRIMER

Za date vektore A = (—l, 3, 2) i 6 = (2, —3, —1)

odredititi uglove koje vektor 23 + 6 gradi sa koordinatnim osama .

2d+b =2-(-1,3,2)+(2,-3,-1) = (-2,6,4) + (2,-3,~1) = (0,3,3)

2a+6r 02+ +32=2.32 =18

25 +b|=+/18=+/2-3% =342
0 3 1 42 3 1 42
N N R T e AN RN S
T
0(2—2900 :£:450 212450
2 p 4 4 4




ORT VEKTORA

Za dati vektor @ , ort a je jedini¢ni vektor istog pravca i smera.
Za dati vektor A = (ax : ay ,a, )

orta= % = aj,aj,aj = (Cos &, C0S [3,C0S y)
CUNCINCING

gde su o, IB, 4 uglovi koje vektor é: gradi sa koordinatnim osama.



PRIMER

Za date vektore @ =(-1,3,2) i b = (2,-3,-1)
Odrediti ~ OIt (25 + 6) :

28 +b =2-(-1,3,2)+(2,-3,-1) = (-2,6,4) + (2,-3,-1) = (0,3,3)
\za’+6\ —J02 43 +3 =4/2.32 =32

2a’+6:(o,3,3):( 0 3 3 j: Oﬁ V2
\2a'+6\ 32 \3/2'3/2'3/2 22
V2 J2

— COS Hh = —— COSy =——
cosa =0 o 5 /4 >

ort(2a+b) =



