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GEOMETRIJSKE TRANSFORMACIIJE
Kada su u pitanju geometrijske transformacije, mora se biti
veoma pazljiv u odnosu na objekat koji se transformise.
Govorimo o dve vrste transformacija:
transformacija objekta,
transformacija koordinatnog sistema.

U ovom delu govorimo o geometrijskim transformacijama
objekata u fiksiranom globalnom koordinatnom sistemu.



EUKLIDSKE GEOMETRIJSKE TRANSFORMACIJE

EUKLIDSKE GEOMETRIJSKE TRANSFORMACIIJE :

Translacija
Rotacija

Refleksija
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TRANSLACIJA U RAVNI

TpaHcnauuja
Y4 y npaBuy X-oce
X — x+h
n=0 | [ h=0.5 - h( )
k=0 = =0 B Me» — Maehy)
X
v4 v y npaBLy Yy-oce
. 3a k
h=0 h=0
. o os NEE 0 — )
X M(x,y) = M(x,y+k)

MaTeMaTuka y apxuTtektypu 1
Mpod. ap JbuwaHa lMeTpyLeBcKy



TRANSLACIJA U RAVNI

yA
M(x,y)
M'(x+h,y+k)

CBaka TpaHcnauuja je kKoMmnosuumja  M(x,y)  M'(x+h,y+k)

TpaHcnauuje y npasLy X-oce U1 I 1
TpaHcnauuje y npasLy y-oce M, (x+h,y)

MaTeMaTuka y apxuTtektypu 1
Mpod. ap JbuwaHa lMeTpyLeBcKy



TRANSLACIJA U RAVNI

M(x,y) M'(x+h,y+k) t(hk)
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M(x,y) M'(x',y") x'=x+h

Yy =y+k
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TRANSLACIJA U RAVNI

Homogene koordinate

M(X,y) y

M'(x',y") '

M(x,y) M'(x', y")
X =x+h
Yy =y+k

y'|=T|y y

1] 1 1
x' =x+h
Yy =y+k
1=
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TRANSLACIJA U RAVNI

Homogene koordinate

x'=x+h
Yy =y+k
1=1

Homogene koordinate

[z’ | 10 h] [z T T o

F1=10% &[] y1 =101 =k

| e | 001 | 1 00 1
T T
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TRANSLACIJA U RAVNI

primer

Napisati matricu translacije za vektor { = (— 3,5)

1 0 -3 1 0 3
T=0 1 5 T78'=10 1 =5
0 0 1| 0 0 1
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ROTACIJA U RAVNI

poTauuja

'

>

o # 0 Rotate

x'=xcosa —ysina
y' = xsina+ ycosa

1 =1

MaTeMaTuka y apxuTtektypu 1
Mpod. ap JbuwaHa lMeTpyLeBcKy



ROTACIJA U RAVNI

x'=xcosa —ysina

y' = xsina+ ycosa

1=1
ra cosa —sina 0| [z 3 [ cosa sina 0] [z
y | = |sina cosa 0|y Yy | =|—sina cosa
ey 0 0 1] |2 | 0 0 1|
R—l
R
(cos( —ax) —sin( —a) O
-1 T
R'=|sin(—a) cos(—-a) O R =R
i 0 0 1]
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ROTACIJA U RAVNI - primer

Napisati matricu rotacije za ugao

L
2
V3

(\O)
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ROTACIJA U RAVNI - primer

L . iy T 0
Napisati matricu rotacije za ugao — =45
inverzne transformacije

V2

(\®)

Rotacija za

V2

2 2
Y]

45°

0

0

Rotacija za —45°
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TRANSLACIJA U PROSTORU

Translacija u prostoru je slicna translaciji u ravni. Koordinatama
tacke dodaju se koordinate vektora translacije 7 =(p,q,r)
f.

- .
A€

1009p] [x] 1 (100 —p] [=

vyl |010g Yy y| _|010 —q| |V
21 |1001r 2 z| 001 —r 2/
1] |ooo1] |1] 1] Jooo 1| |1]

x':x+p \T T—l /x:xr_p

I __ ’

y=y+q y=y-4q

Z'=z+4r =7 _p

1: 1:
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TRANSLACIJA U PROSTORU - primer

Napisati matricu translacije za vektor t =(-5,3,2)

o o = O
S = O O

o o O -

o o = O
\®

oS o O -




ROTACIJA U PROSTORU

Rotacija u prostoru je slozenija zato sto imamo rotaciju oko

X-0se, y-0se i z-ose. 74

Rotacija oko

X-0se, y-0se i z-ose

/A
za ugao =5=900
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ROTACIJA U PROSTORU

Rotacija oko x-ose,
y-0se i z-0se za
ugao

a=2=90°
P
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ROTACIJA U PROSTORU

Rotacija oko x-ose,
y-0se i z-0se za
ugao

a=2 =60
3

S
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ROTACIJA U PROSTORU

Rotacijom oko z-ose menjaju se samo x i y koordinate, z-
koordinata se ne menja. Preciznije, z se ne menja, a xiy
koordinate se ponasaju kao u rotaciji u xy-ravni.

Sin a
0

0

[ cosa —sina

COs a
0
0

R

= = D O

Y

= o O O
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ROTACIJA U PROSTORU

Rotacija oko z-ose

x'=xcosa — ysina
y'=xsina + ycosa
z'=z

1=1

[ 2'] [cosa —sina 0 0]

y | |sina cosa 00] |y
Z1 7| 0 0 10|z
(il | 0 0 011

Y

x=x'cosa + y'sinax

y=—x'sina + ycosa

Z =2z

1=1
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ROTACIJA U PROSTORU - primer

Napisati matricu rotacije oko z-ose za ugao « = g =30

V3

- owl»—l\)‘

1 0 0 a=2=30"
2 6

ﬁ 0 0

2

0O 1 O

0 0 1
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ROTACIJA U PROSTORU - primer

Napisati matricu rotacije oko z-ose za ugao

3
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ROTACIJA U PROSTORU - primer

Napisati matricu rotacije oko z-ose za ugao a =—=90

0 -1 0 0

1 0 0 0
R =

0 0 10

0 0 0 1




ROTACIJA U PROSTORU

Rotacija oko x-ose

afl [1 0 0 0][x] v 10 0 0][=z]
y | |0 cosa —sina 0| |y y| |0 cosa sina 0] |y
2| |0 sina cosa 0]]z z| |0 —sina cosa 0| 2
1] oo 0o 1]]1 1l o o o0 1||1
\ R R—l /

x':x x:x'

y'=ycosa —zsina y=y'cosa +z'sina

/ * .

z'=ysina +zcosa z=—y'sina +z'cos
1=1 1=1
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ROTACIJA U PROSTORU - primer

. . . .. T 0
Napisati matricu rotacije oko x-ose za ugao o =—=45

1 0 0_ 0]
0o Y2 N2
S
0 X2 N2
2 2
0o 0 0 1]
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ROTACIJA U PROSTORU . :
Objasniti razliku

U odnosu na

Rotacija oko y-ose ostale ose

('] [ cosa 0O sina 0] [z] (2] [cosa 0 —sina 0] [x

y | 00 4 B Dily y| | 0 1 0 0]y

21 | —sina 0 cosa 0 z 2| |sina 0 cosa O 2

1] | o o o t]|t] 1] | o 0o 0o 1]]1

xX'=xcosa +zsina x=xcosa —z'sinax
’_ _ /

y =Y Y=Y

Z'=—xsina +zcosa z=x'sina +z' cosa

1=1 1=1
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ROTACIJA U PROSTORU - primer

. . . . T 0
Napisati matricu rotacije oko y-ose za ugao «a =—=435

V2, Y2
2 2
R_| 01 0 0
V2 A2
2 2
0 0 0 1
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1
REFLEKSIJA 0
R= 0
U odnosu na xy-ravan
0
x'] [1 0 0 0][x x] [1 0 0
y_10 1 0 0}y y| [0 1 0
z' 0 0 -1 0]z -1 o 0 =1
1] |0 0 0 1]|1] 1 10 0 0
\ . /
x':x R R x:x’
/
y =Yy y=y
z'=-z z=—2'
I=1 1=1
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0 0 O
-1 0 0

1

0

REFLEKSIJA

U odnosu na xz-ravan

0
-1 0 0
1

1
0
0
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-1 0 0 O

REFLEKSIJA

U odnosu na yz-ravan
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AFINE TRANSFORMACIIJE

Translacija

Rotacija

Refleksija

Skaliranje

Smicanje

Kompozicija navedenih osnovnih afinih transformacija, u

proizvoljnom poretku ili kompozicija nekih od njih je
afina transformacija.



SKALIRANIJE

(2] [p 00 O]
y 1 10gqg 00
Z1 0070
1] looo1
pP.q,r

- faktori skaliranja

P - u pravcu x-ose

d - u pravcu y-ose

r

- U pravcu z-ose

o (2] [1/p
Y yl_1 0
2 z| | 0
| 1] | o

x'= px
y'=qy
Zz'=rz
1=
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X=—X
p
1
y==—y
q
1,
Z=—X
r
1=1




SKALIRANIJE

p=qg=r Uniformno skaliranje Homotetija

Slicnost

p=025 X =Px

r=025 Z=1Z

1=
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SKALIRANIJE

Uniformno skaliranje

p=0.5
qg=0.5
r=0.5

x'= px
y'=qy
Z'=rz
1=1
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Homotetija

Slicnost




SKALIRANIE _ _ o _
Ukoliko faktori skaliranja po svim

osama p,qg,r nisu svi medjusobno
jednaki, skaliranje je neuniformno.

Neuniformno skaliranje
r__ z |

p=0.5 r=p

g=03 V=

r=07 777

1=1
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SKALIRANIJE

Neuniformno skaliranje

p=0.5 X'= px
g=03 V=9
r=0.7 z=rz

1=1

X
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SKALIRANIJE

Napisati matricu uniformnog skaliranja sa faktorom
skaliranja 0.7 .

07 0 0 0]

0 07 0 0
S =

0 0 07 0

0 0 0 1]
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SKALIRANIJE

Napisati matricu skaliranja u pravcu x-ose sa
faktorom skaliranja 0.5.

(05 0 0 O i
0 1 0 0 }
=10 0 1 0 5=
0 0 0 1
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SKALIRANIJE

Napisati matricu skaliranja u pravcu x-ose i pravcu
y-ose sa faktorima skaliranja 0.6 i 0.8 rspektivno.

(06 0O 0 O 1.67 0

0 08 0 0 S |0 125
S = S =

0O 0 1 0 0 0

0 0 0 1 00

o = O O

—_—o O O




SKALIRANIJE

Napisati matricu neuniformnog skaliranja sa faktorom skaliranja u
odnosu na x-osu 0.7, u odnosu na y-osu 0.9, u odnosu na z-osu
0.6.

07 0 0 0

0 09 0 0
S =

0 0 06 0

0 0 0 1




SMICANIJE - Shear

U pravcu x- i y-ose z-koordinata se ne menja

(2] [10a 0] [z] 1 1 0 —a

y| 01560 Y y| |01 =b

ol il R 2 21 100 1

| & ] 0001 i 2k | 00 0
xX'=x+az x=x —az
y'=y +bz y=7y" —bz
Z':Z Z:Z,
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SMICANJE - Shear az0, b=0

[ ! (1 0a 0] [x] T (10 —a 0] [z
y| |0100] |y y| (010 0| [y
Z1 10010 2 1 |00 1 0 2
1| |oo0o01]| |1] 1] loo o 1] |1
x'=x+az
y'=y
z'=z
] =
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SMICANJE - Shear a=0, b#0
[ o (1 000] [z ‘] [10 -0 0] [2]
| [01b0| |y y| |01 —=b 0
21 (0010 |z =1 (00 1 0 P4
1] (60601] [4 4| |ooma 2] |4
Z

x'=x

y'=y+bz

z'=z

=
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SMICANJE - Shear az0, b#0

E" (1 0a 0] [x x] [10 —a 0] [2']

y| 0150 U ym[}l—b(}_y’

21 10010 |z 2|1 |00 1 0 2

1] |ooo 1] |1 1] o0 0 1] [1
Z

x'=x+az

y'=y+bz

z'=z

] =

X
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SMICANJE - Shear az0, b#0

[ ! (1 0a 0] [2] (z] [10 —a 0] [2
y| |01b0 U ymﬂl—bﬂ_y’
21 10010 |z | |00 1 0 2
-1- "D[}Ui_ '14 ,14 _00914_1,
z
x'=x+az
y'=y +bz
=z
] =

X
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SMICANIE - primer

Napisati matricu smicanja u x- i y- pravcu sa faktorom
smicanja 3 i 4 respektivno.

S = B W
_—0 O O

o o O =
o O = O
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SMICANIJE - Shear

U pravcu x- i z-ose

'--uq'-,
. 2
|
o Y e R s B

T
|—'E‘-.E"ﬁ
1

€=

e B

x'=x+ay
y'=y
zZ'=z+cy
] =

0 O O

y-koordinata se ne menja

% x| (1 —a 0 0]
y yl 10 1 00
2 z|l |0 —c 10
| 1] oo o

x=x"—ay

y=)"

z=2z—cy

1=1
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SMICANIE - primer

Napisati matricu smicanja u x- i z- pravcu sa faktorom
smicanja 3 i 4 respektivno.

o = O O
_—0 O O

o o O =
S B~ = W
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SMICANIJE - Shear

U pravcu y-i z-ose

[ (1 000
y | 1b100
Z1 le0D10
1| |0001]
,_
X' =x
y'=y+bx
z'=z+cx

1=

x-koordinata se ne menja

r x] [ 1
y yi|_|—b
2 21 1 —e
1 | s | | @
!
X=X
y=y'—bx
z=z7—cx
1=1
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SMICANIE - primer

Napisati matricu smicanja u y- i z- pravcu sa faktorom
smicanja 3 i 4 respektivno.

o = O O
_—0 O O

S B~ W o=
o O = O
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SMICANJE - u ravni

y-koordinata se ne menja

o iy

"I [1a0] [z] -

y |=1010| |y Y

1] |001] [1 L
Y

o O =

U pravcu x-ose

o

s < B

X'=x+ay x=x'—ay
y =Yy y=y
1: 1:
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SMICANIE - primer

Napisati matricu smicanja u ravni U pravcu x-ose sa
faktorom smicanja 2.

1 2 0
S=/0 1 0
0 0 1]
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_ U pravcu y-ose
SMICANJE - u ravni

x-koordinata se ne menja

pr:
1'1-5
LR

—_ 2
L

T [100] [z] B 1 00] [&
y | 1=1b10 Y y|l=|-b10 :
_1_ _[]l']l_ _1 _1_ Dﬂl__

Y

x' = x=x
y’:y—|—bx yZy’—bX /
1= 1=
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SMICANIE - primer

Napisati matricu smicanja u ravni U pravcu y-ose sa
faktorom smicanja 2.

1 0 0
S=[2 1 0
0 0 1]
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AFINE TRANSFORMACIIJE

Kompozicija geometrijskih transformacija je njihovo
uzastopno izvodenje, svaka od transformacija dejstvuje

na rezultat prethodne.

Ako su zadate matrice transformacija

A 4 .. 4

n

matrica kompozicije, izvodjenja transformacija u tom
poretku je

A=AA ..AA



AFINE TRANSFORMACIIJE

U opstem slucaju, afine transformacije se mogu prikazati u obliku:

- > . Lorm z - i 3 -—1 - L
;L‘f ad11 a2 a1z 14 L X 11 A1z A13 di4 :1“.’
Y | @21 Q92 Q33 Aoy Y Y1 | Q21 Qo2 Qa3 (g y
2 31 A3z (33 A34 < < (31 Q32 Q33 A34 2
1 N T S | Wi L o 0 4 I . 0
i oblik : fi Inverzna
Opsti obli n_1_atr|ce afine matrica —
transformacije
Matrica
inverzne
transformacije
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AFINE TRANSFORMACIIJE

Afine transformacije u ravni odrzavaju kolinearnost i
odnose rastojanja izmedju tacaka.

Afine transformacije u prostoru odrzavaju komplanarnost,
kolinearnost i odnose rastojanja izmedju tacaka.



AFINE TRANSFORMACIIJE - primer
Primenjene su sledece transformacija na neki objekat:
1. Skaliranje u pravcu x-ose koristeci faktor skaliranja 5
2. Potom, rotacija oko z-ose za 30° .

3. Zatim, smicanje u x- i y- pravcu sa faktorom smicanja 2 i 3
respektivno.

4. Na kraju, translacija za vektor (2,1,2).

Ukoliko su matrice skaliranja, rotacije, smicanja i translacije

A, B, Ci D respektivno, matrica njihove kompozicije je H=DCBA.

H = DCBA H'=(DCBA)' =4'B'C"'D"



AFINE TRANSFORMACIIJE - primer
00 0]

5
00100
0010
|Gt |
W32 <172 0 0]
1/2 +/3/2 00
By/32 =172 9 0 0 10
5/2 /3/2 3 0 0 01
H=DCBA =1 0 1 P
0 0 01 130
010
i1
B02)
101
nio
n1]

bo b

o 2 3 =k 3 L L ek
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AFINE TRANSFORMACIIJE - primer

Primenjene su sledece transformacija na neku geometrijsku
figuru u ravni:

T
1. Rotacija za ugao Z

2. Potom, translacija za vektor f = (2,3)

1) Napisati matrice rotacije i translacije

2) IzraCunati matricu izvedene afine transformacije
(kompozicije rotacije i translacije).

3) Izracunati matricu afine transformacije u slucaju da su
rotacija i translacija izvedene u obrnutom poretku.



AFINE TRANSFORMACIIJE - primer

1)

V2 V2, _
2 2 1 0
QQO T=[0 1
2 2 0 0
0 0 1
V2 V2
1 0 21| 2 2
moolo 1 o3 |Y2 Y2
0 o 2 2
0 0 1
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3)

AFINE TRANSFORMACIIJE - primer

V2 2
2 2
V2ooV2
2 2
0 0
N2,
2

V2
X2
2
0 1

0 _
1 0
0 =10 1
0 0
]
V2
1 0 2] 2
013:£
2
0 0 1
0
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AFINE TRANSFORMACIIJE - primer

V2

2
2
2

0

N2
2
V2
2
0 1
L =RT =

0.
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V22
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AFINE TRANSFORMACIIJE - primer

N2 N2 ) (Y2 V2,
1 0 2 2 2 2 2
KTR{O 1 3],5 NERN I I
2 2 2 2
0O O
0 0 1 0 0 1
V2 2 V2 V2 V2
2 2 1 0 2 2 2 2
R I 0.[0 1 3}_ oA A
2 2 2 2
0O 0 1
0 0 1 0 0 1
T-R#R-T

Kompozicija rotacije i translacije nije komutativna.

Bitan je redosled izvodjenja tih transformacija.
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Primenjene su sledece transformacija na neku geometrijsku
figuru u ravni:
1. Skaliranje sa faktorom 0.8

2. Potom, translacije za vektor f = (2,3)

1) Napisati matrice skaliranja i translacije.

2) IzraCunati matricu izvedene afine transformacije
(kompozicije skaliranja i translacije).

3) Izracunati matricu afine transformacije u slucaju da su
transformacije izvedene u obrnutom poretku.
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Kompozicija skaliranja i translacije nije komutativna.

Bitan je redosled izvodjenja tih transformacija.
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Primenjene su sledece transformacija na neku geometrijsku
figuru u ravni:
1. Skaliranje sa faktorom 0.8

2. Potom, rotacija za ugao E

4

1) Napisati matrice skaliranja i rotacije.

2) IzraCunati matricu izvedene afine transformacije
(kompozicije skaliranja i rotacije).

3) Izracunati matricu afine transformacije u slucaju da su
transformacije izvedene u obrnutom poretku.
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figuru u ravni:
1. Skaliranje sa faktorom 0.8

2. Potom, rotacija za ugao E
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1) Napisati matrice skaliranja i rotacije.
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: (Y2 V2 e Y2 e Y2

0.8 0 0 2 2 2 2
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Medjutim, iz pojedinacnog primera, ne moze se izvesti zakljucak.
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U sludaju uniformnog skaliranja ¢ = P

pcosa —psma 0

R-§S=S8S-R=| psin a p COs 0

R-§5=§'R

U slucCaju uniformnog skaliranja kompozicija skaliranja i
rotacije je komutativna.

Nije bitan redosled izvodjenja transformacija.



AFINE TRANSFORMACIIJE - primer

Napisati matricu slozene afine transformacije u
prostoru u kojoj rotaciji oko x-ose za ugao &
prethodi rotacija oko z-ose za isti taj ugao.

R, R=R ‘R
Rx
(cosa —sina 0 O] 1 0 0
sima cosa O O 0 cosa -sina
R = R =
0 0 1 O |0 sina cosa
0 0 0 1] 0 0 0
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AFINE TRANSFORMACIIJE - primer
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AFINE TRANSFORMACIIJE - primer

Primenjene su sledece transformacija na neki objekat:

1. Uniformno skaliranje sa faktorom skaliranja 0.5

2. Potom, translacija za vektor (2,1,2).

1) IzraCunati matricu afine transformacije, ukoliko se
skaliranje i translacija izvode u tom poretku.

2) IzraCunati matricu afine transformacije, ukoliko se
skaliranje i translacija izvode u suprotnom poretku.



AFINE TRANSFORMACIIJE - primer
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AFINE TRANSFORMACIIJE - primer

Primenjene su sledece transformacija na neku geometrijsku
figuru u ravni:

1. Skaliranje u pravcu y-ose koristeci faktor skaliranja 0.2
2. Potom, translacija za vektor (2,3)

3. Na kraju, smicanje u pravcu x-ose sa faktorom smicanja 2 .

1) IzraCunati matricu afine transformacije, ukoliko se
skaliranje , translacija i smicanje izvode u tom poretku.



AFINE TRANSFORMACIIJE - primer
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Primenjene su sledece transformacija na neku geometrijsku
figuru u ravni:
1. Skaliranje sa faktorom 0.5

2. Potom, translacije za vektor f = (2,3)

1) Napisati matrice skaliranja i translacije.

2) IzraCunati matricu izvedene afine transformacije
(kompozicije skaliranja i translacije u tom poretku).

3) IzraCunati matricu inverzne afine transformacije
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Primenjene su sledece transformacija na neku geometrijsku
figuru u ravni:
1. Skaliranje sa faktorom 0.2

2. Potom, rotacija za ugao E

2

1) Napisati matrice skaliranja i rotacije.

2) IzraCunati matricu izvedene afine transformacije
(kompozicije skaliranja i rotacije).

3) Izracunati inverznu matricu.
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Matrica afine transformacije.

Opsti oblik afine transformacije:
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TRANSFORMACIJA KOORDINATNOG SISTEMA
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TRANSFORMACIJA KOORDINATNOG SISTEMA

Vv, V..V,
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TRANSFORMACIJA KOORDINATNOG SISTEMA
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TRANSFORMACIJA KOORDINATNOG STSTEMA

W={W,, W, W)

Z 4

Koordinate tacke P = Koordinate tacke P’ Koordinate tacke P’
u xzy-koordinatnom u xyz-koordinatnom u uvw-koordinatnom
sistemu sistemu sistemu
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TRANSFORMACIJA KOORDINATNOG SISTEMA
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Koordinate tacke P’
u lokalnom
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sistemu
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TRANSFORMACIJA KOORDINATNOG SISTEMA
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