MATRICE

Preslikavanje

A.'{I, Zm} X {], Zn} —> R
je matrica tipa mXxXn.

Cl]] 5112 Cl]n
a a ... ad
4o |92 Gz 2n
_am] amZ amn_
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MATRICE

Oznake
Cl]] Cl]2 Cl]n aj app ... 4y
a a .o a a a .. a
4o |9 a2 2n 4| % ez 2n
A Q2 o Gy Anl  9m2 -+ Gmn
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aj; 4
az; dpy
Anl  m2

Ajp

oy




MATRICE ;412
g = | %2 92

Uredene n-torke
Q1 p2

Ai :(aij,al-2,...,al-n) l=],2,...,m
su vrste matrice.

Uredene m-torke

()

a]j

Aj | 42 j=12...,n su kolone matrice.

\Ymj /




MATRICE

ajj
a
g = 21

A

ap
a2

A2

m_

n_

mxn-—

Ay

dop

amn

broj vrsta

broj kolona

Tip matrice
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MATRICE

Matrice su istog tipa ako imaju isti broj vrsta i isti broj kolona.

I -3 2 - =8 10 2 3 -2
A=0 4 s B=l1 -2 -5 C=1 0 _1
B 9 22 15

Matrice Atipa 2 X

P 3 Matrice Ctipa 2x3
‘Matrica B tipa 3Ix3
Matrice A i B nisu istog tipa.

Matrice A i C su istog tipa.



MATRICE

Matrice su istog tipa ako imaju isti broj vrsta i isti broj kolona.

2 2 ] 4
A{g y ﬂ B:L ) } c-lss
B 4 13 6

Matrice A i B imaju isti broj vrsta i kolona i one su istog tipa 2 X 3

‘Matrica C tipa 3x 2

i nije istog tipa ni sa jednom od datih matrica A i B koje su tipa 2 x 3.



MATRICE

Matrica A, koja ima samo jednu vrstu

A=\a ar ... an]

zove se matrica - vrsta.

Prof. dr Ljiljana Petrusevski
MATEMATIKA U ARHITEKTURI 2



MATRICE

Matrica B, koja ima samo jednu kolonu

zove se matrica - kolona.
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MATRICE

Matrica, Ciji su svi elementi nule

0 0 0
0 0 0
0=
0 0 .. 0

zove se nula - matrica, pri Cemu je tip matrice

proizvoljan. Nula matrica se cesto oznacava sa 0, ukoliko je
jasno da se radi o nula-matrici a ne o reanom broju 0.



MATRICE

Matrice 4 =|a| i [,]p

su jednake ako su istogtipa: m= pAn=gq

i ako su im svi odgovarajuci elementi jednaki, tj. ako je
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SABIRANJE MATRICA

Sabiranje matrica je definisano za matrice istog tipa.

A= aij]m,n B = [blf]m,n

A+ B = [aij +bij]m,n
_a]] +b;; ... a]n+b]n_
4+ B a)y +by ... ... apy + by,
K a2y AT M oy
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SABIRANJE MATRICA

aj; 4
dp; dp
Am]  Gp2
A+ B =

An b11 b12
a2n B = b21 bzz
amn_ _bml bm2
ajg +b11 Cl]n-l-b]n
ajy +b2] a2n+b2n
| Al + bm] Ay T bmn_
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1n

2n

mn




MNOZENJE MATRICA SKALAROM

A=|o|

kA = [kal-j]mn

_ka]] kCIJZ kd]n
I A = ka2] ka22 kaZn
kay; kay, ... kay,
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MATRICE

—A — (—]) y A suprotna matrica

A— B = A4+ (—B) razlika dve matrice
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MATRICE - PRIMER

| {1 2 3} {3 0 2}
Date su matrice A= I B =
4 5 -6 -7 1 8
A4 B 1+3 -2+0 3+2 34 3-1 3-(<2) 3-3
4-7 5+1 —-6+38 3-4 3-5 3-(-6)
avp=|t T 3 _6 9
-3 6 2 34 = B
12 15 -18
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MATRICE - primer

I -2 3
Date su matrice A=
4 5 -6

] -2 2]
24— 3B = 2. 3 ~ 3. 30
4 5 -6 -7 1 8

2 _
24— 3B — 4 o6 | 90 0
8§ 10 -12 -21 3 24

2 4 _
[ 9 4-0 6-6

8§—(=21) 10-3 —12-24
24— 3B = - 40

29 7 -36
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3 0 2
-7 1 8



MNOZENJE MATRICA

Matrice A i B su saglasne, u tom poretku, ako je broj kolona prve
matrice jednak broju vrsta druge matrice.

Mnozenje je definisano samo za saglasne matrice.



MNOZENJE MATRICA

s
b
A:[a] a ... an] B=|"
_bi’l_
- i,
A-B=| 2 a; by tipa  Ix]
| k=1 _

koja se, po dogovoru, svodi na broj - skalar iz R

n
pa se moze pisati da je A-B= % a; b
k=1




MNOZENJE MATRICA - primer

A=[2 -1 0

A-B=2-4+(-)-3+0-(=5) =5
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MNOZENJE MATRICA

Proizvod dve proizvoljne saglasne matrice

ajr
azj

a2
a2

A2

mxp

A; - B
A, - B

. B!

a]p

Cl2p

a

mp

pXn

A; - B
A, - B
B

m

A

je matrica tipa

Ay - B"
A, - B"

m'Bn

A

mXn

gde je Ai j-ta vrsta matrice A

i=12...,m
B
j=1L2..,n

j-ta kolona matrice B



MNOZENJE MATRICA

= |aicl,, , B=|by]
C=A-B= [Cl]]m,ﬂ

P
kz_:] aikb/g' 1[)1] + a2b2]+ +alpbpj
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MNOZENJE MATRICA - primer

1 -2 0
A:[z 1] 32[4 ; _3}
AB=[2 1]{11 2 _(ﬂ :[2.1+1.4 2:(-2)+1-5 2.0+1.(—3)]

AB=[6 1 -3] tipa  1x3
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MNOZENJE MATRICA - primer

2 | -2 -5
4=117 0 B — e
. 3 4 0

2 -1 T 93 _4—4 —10-0
Iy s 2-3 4—4 —10-0

AB=| 1 0 = | 140 -240 =540
—3+12 6+16 15+0 |

] -8 -0
AB=| 1 -2 -5 tipa 3x3
9 2 15
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MNOZENJE MATRICA - primer

2 | -2 -5
A= 1 0 B = o
_3 3 4 0

;o al 2T [2-2415 —140-20] [15 -21
BA:[ }10: .

3 4 0 3 6+4-0 -3+0+0 10 -3
BA— 15 =21 _
10 -3 tipa 2x2
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MNOZENJE MATRICA

Mnozenje matrica nije komutativno. U opstem slucaju

A-B#B-A

Ukoliko je

A-B=B-4

Za matrice A i B se kaze da su komutativne.



MNOZENJE MATRICA

1 ol[-1] [ t:(-D+0-2 ] [-1
—2 1| 2| [(=2)-(=D+1-2] | 4

-1 1 olfo] [ (<D-0+1-1+0-2 | [ 1
1 -2 —1||1|=|1-0+(=2)-1+(=1)-2 |=| -4
2 0 12| | 20401412 | |2
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MNOZENJE MATRICA - primer

[1 0 h.w cosa —sina 0 {fﬁosa —sina h
Lk sina cosa (0| — sina cosa k
\U 0 1 ‘ [ 0 0 1 ‘ { 0 0 1 J
cosa —sina 0 1 0 A {{:os a —sina hcosa — A’:Sinaw
sina cosa 0 01 kj=1!sina cosa hsina+ kcosa
l 0 0 1 ‘ {0 0 1 ‘ { 0 0 | J
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MNOZENJE MATRICA - osobine

(AB)C = A (BC) zakon asocijativnosti

mnozenje matrica sa leve strane

A(B+C) = AB+ AC  zakon distributivnosti u odnosu na
sabiranje matrica

mnozenje matrica sa desne strane
(B+C)A = BA+ CA  zakon distributivnosti u odnosu na
sabiranje matrica

k(AB) = (kA)B = A (kB) k eR

0-4=0 B-0=0



KVADRATNE MATRICE

Matrice koje imaju isti broj vrsta i kolona nazivaju se
kvadratne matrice.

Za kvadratnu matricu koja ima n vrsta i n kolona (tipa n X n)

kaze se da je reda n ili da je n-tog reda.

Glavna dijagonala

Elementi glavne dijagonale

Clu, 6122,..., Cl,,m

Sporedna dijagonala



KVADRATNE MATRICE

Matrica

N RN~
Co W b
o N W

je kvadratna matrica treceg reda.

Elementi glavne dijagonalesu 1, 5i 9.
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KVADRATNE MATRICE

Gornja trougaona matrica je kvadratna matrica ciji su
elementi ispod glavne dijagonale jednaki nuli:

a; =0 za >
aip 42 -+ Ay a; 42 -~ dp
0 aAry ... dy, dy ... dpy




KVADRATNE MATRICE

Donja trougaona matrica je kvadratna matrica ciji su elementi
iznad glavne dijagonale jednaki nuli:

a; =0 za i<

a, 0 0 a,,

a21 azz O a21 a22

_anl an2 tee ann_ anl Clnz oo Clnn




KVADRATNE MATRICE

Dijagonalna matrica je kvadratna matrica sa elementima
jednakim nuli van glavne dijagonale:

ajj 0 0 a]]
0 6122 0 aZZ
i 0 0 ann i ann_
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KVADRATNE MATRICE

Dijagonalna kvadratna matrica reda n sa elementima jednakim
jedinici na glavnoj dijagonali je jedinicna matrica reda n.

1 0 .. O 1
0 1 0 1
_O 0 1_ I 1_

OznaCavasesa [, ili jednostavno sa I.



KVADRATNE MATRICE

Jedinicna matrica reda n je neutralni element za mnozenje
matrica reda n:

Al =1A=A4
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ALGEBRA KVADRATNIH MATRICA

Proizvoljna kvadratna matrica A reda n je saglasna sama sa
sobom i proizvod

A-4=A°

je kvadrat matrice A.
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ALGEBRA KVADRATNIH MATRICA

Za svaku kvadratnu matricu A reda n, moze se definisati
proizvoljan stepen (matrice A) pomocu rekurentnog niza :

A = 1 A = 474 (n=0]12,..)

A =1 Al =4, AP=a4a, B-4s4 .



ALGEBRA KVADRATNIH MATRICA

Za neki polinom

P(x) = ap + a;x + a2x2 +... +a,x"
gde su a , i=012...,n skalari,

definise se polinom matrice kao matrica

P(A) = CZOI + a]A + a2A2 +...+ anA"
U slu¢aju kada je P(A) nula-matrica, za matricu A se kaze da

je nula polinoma P(x).



ALGEBRA KVADRATNIH MATRICA - primer

12 12701 2
SRR
P(x) = 2x° — 3x+ 5

7 6] [1 2 10
i :2{—9 22}3[3 —4}5[0 1}

16 —18}

A4 = {—27 61
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7 -6
-9 22



ALGEBRA KVADRATNIH MATRICA - primer

] 2 > |1 21 2]
O O I )
Ox) = x° + 3x— 10

7 -6 [1 2 10
X4 :{—9 22}”{3 —4}_]0{0 1}

0 0
Q(A){O 0}

Matrica A nula polinoma (O(x).
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7 -6
-9 22



TRANSPONOVANA MATRICA

a]] Cl]2 Cl]n
. . . az; 4z ... dpyy
Transponovana matrica matrice A4 =
_am] amz amn_
a]] 02] am]
. . a a .. a
je matrica 4 - |72 "2 m2
_a]n a2n amn_

koja se dobija zamenom mesta vrsta i kolona date matrice A.



TRANSPONOVANA MATRICA - primer

Odrediti transponovane matrice matrica

! 4
A:{J 2 3} B:{z 3} c_ls s
4 -5 —6 2 4 26
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TRANSPONOVANA MATRICA

Osobine transponovane matrice:

(A+B)T:AT+BT

T
(AT) =4
Ayt = k4’ KER

BT = BT AT
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INVERZNA MATRICA

Inverzna matrica kvadratne matrice A je matrica A_I

takva da je

AA !l =4 1g4=1

gde je I jedinicna matrica.

Ukoliko postoji inverzna matrica, ona je jedinstvena.



INVERZNA MATRICA

Matrice

2 5 _ 3 -5
|

1 3 -1 2

su uzajamno inverzne zato sto je:
2 513 =5 |10
I 3||-1 2] |0 I
3 =52 5| |10
~1 211 3| |o I
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INVERZNA MATRICA

Osobine inverzne matrice:
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MATRICE

11

A: 21

nl

12

22

n2

Determinanta matrice A

1n

2n det 4 =

nn

N

11

21

nl
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N

Q

12

22

n2

1n

2n

nn




MATRICE - DETERMINANTE

minori
all al2
a21 a22
ail aiz
anl an2

I+7
M, )™
Parna i neparna mesta
a, .. q, —+ N
aZj aZn
-+ - +
a, .. 4a, 4 4
. a |
nj nn
i+
kofaktori A4, =-D"M,
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MATRICE - DETERMINANTE

all alz aln all a12 aln

a a a
A B a21 6122 azn detA _ 21 22 2n
anl an2 cee ann anl an2 ann

Determinanta matrice A je jednaka zbiru proizvoda svih
elemenata neke vrste ili kolone i odgovarajucih kofaktora:

n

det(4) = > a;d; = aj Ay + a;pdip+. +a;, A,

j=1
n

1=

Prof. dr Ljiljana Petrusevski
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MATRICE - DETERMINANTE - primer

2 3
D= =2.4-3.1=5
1 4

_|—2 5

- =(-2)-2-5-1=-9
R
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MATRICE - DETERMINANTE - primer

1 -2 5
2 3 13 12
D=1 2 3|=1. —(=2)- +5-
) 320 T3
301 2

D=(2-2-3-1)+2(1-2-3-3)+5(1-1-2-3)=-38
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MATRICE - ADJUNGOVANA MATRICA

a]] a]2 a]n
a a .. a
g | % 92 2n
_an] an2 ann_

Transponovana matrica matrice odgovarajucih kofaktora

A]] AZ] oo An]
Ay Ay ... A
adid=| 2 A2 n2

| Ay, Ap, ... Ay,

zove se adjungovana matrica matrice A.



MATRICE - ADJUNGOVANA MATRICA
Matrica adjA se moze formirati na dva nacina:

1. Elementi matrice A se menjaju odgovarajuc¢im kofaktorima i

zatim se dobijena matrica transponuje.

: . T : :
2. U transponovanoj matrici 4 matrice A elementi

se menjaju odgovarajucim kofaktorima.



MATRICE - ADJUNGOVANA MATRICA - primer

1 -1 5

s R R v

Azz——‘j_j‘——ll Ay = + f‘j:M A23=—‘fj‘:5
18 —11 —10]

adiAd=| 2 14 -4




2 3 —4
MATRICE - ADJUNGOVANA MATRICA - primer d-lo -4 >
1 -1 5
2 0 1 B B
A= 3 -4 -1
—4 2 5
3 -4
—42 r_ |34 A =+ ‘=—10
T _ — _ — =—]1 13
All +_1 5‘ 18 12 ‘_1 5 —4 2
. _0 2:2 ) 2 —4 , _2—4__
21 1 5 » -I—1 5 =14 23 02 -
: +0_4=4 T : 23
1 -1 2 -] 0-4
18 —11 —10]
adiA=| 2 14 —4
45 -8
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MATRICE - ADJUNGOVANA MATRICA - primer

A11:_4 A12:O _
aa’jA:{
A21:—3 A22:2
20 A =—4 A, =3
™
A =0 A4,=2
. -4 -3
ad]A:{
0 2
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INVERZNA MATRICA

Za proizvoljnu kvadratnu matricu A vazi matricna jednakost
A-(adjA) = (adj A) - A = det(A)-1

gde je I jedinicna matrica.

Za datu kvadratnu matricu A postoji inverzna matrica A_]
ako i samo ako je det(A) # 0 (regularna matrica).

Tada je

L .
A " det(A) (adj4)




INVERZNA MATRICA - primer

det(4)=0 —4

1

-1

—4

adj 4 =

2| =2.(=18)+0-(=11)+1-(~10) = —46

5

18 11
2 14
45

10
—4

_8_
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INVERZNA MATRICA - primer

4 -3
/ {o 2} |0 —|
1
4 -3 |7
A= agia=—1 =| 2
8 8l 0 2 0
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