JEDNACINE PRAVE - KANONSKI OBLIK JEDNACINA PRAVE

Prava odredjena tackom i paralelnimAektorom p-
P(x,7,2,)
D p= (a,b,c)
P(x,y, Z) ep

ﬁ:(x_xoay_yoaz_zo)

Tacka P pripada pravoj p ako i samo ako su
vektori POP i 13 kolimearni.

Iz uslova kolenearnosti slede jednacine prave:

X=X, :y_yo 27z

a b C




PRIMER

Napisati jednacine prave koja sadrzi tacku Po(l, — 2,3)

i paralelna je vektoru ]_5 — (5, 2,—3).

]_5:(59_392) a b ¢

(1,-2,3) X=X Y=V _272




PARAMETARSKE JEDNACINE PRAVE

Prava odredjena tackom i paralelnimAektorom p-
z Po(xoayo»Zo)
D p= (a,b,c)
P(x,y, z) ep

ﬁ:(x_xoay_yoaz_zo)

Tacka P pripada pravoj ako i samo ako su vektori

R)Plﬁ kolinearni: E)P:t-ﬁ, treR
p (x—xo,y—yo,z—zo):t(a,b,c), teR
x—x,=at, y—y,=bt, z—z,=ct, teR

x=x,+at,y=y,+bt, z=z +ct, teR



PARAMETARSKE JEDNACINE PRAVE .
Prava odredjena tackom i paralelnimaektorom P

P, (%0, Y02 2,)

ﬁ:(a,b,c)

P(x,y,z)e p
PP:(x_xoay_yoaz_Zo)

0

X =x,+at

y=y,+bt 1ER

z=2z,+ct



PARAMETARSKE JEDNACINE PRAVE .
Prava odredjena tackom i paralelnimaektorom P




PRIMER

Napisati parametarske jednacine prave koja sadrzi tacku Po(l, — 2,3)

i paralelna je vektoru p = (5,— 3, 2).

pP- })o(xoayoﬂzo) p- P()(L_2’3)
p=(a,b,c) 7=(5-3,2)

x=x +at x=1+5¢

Y=y, bt teR y="2"3t tek

z=2z,+ct




PRIMER*

Napisati parametarske jednacine prave koja sadrzi tacku Po(l, — 2,3)

i paralelna je vektoru p = (5,— 3, 2).
P P(x,¥,2,)

ﬁ:(a,b,c)
X=X, :y_yo _ Z—2z,
a b C
xX=x,+at

y=y,+bt <R
z=z,+ct

P(1,-2,3)
p=(5-3,2)
x—1:y+2:z—3:t

5 -3 2
x=1+5t
y=—-2-3t teR
z=3+2t



PRIMER

Napisati jednacine prave koja sadrzi tacku PO(— 1, 2,—3)
i normalna je na ravan —2x—3y+2z+4 =( .

P p:
" R P(-1,2,-3)
N p=N=(-2,-32)
Kanonske jednacine
‘ X=X, V=Y, Z—2Z,
a ; a b c

x+1 y-=2 z+3

-2 =3 2




PRIMER*

Napisati parametarske jednacine prave koja sadrzi tacku PO(— 1, 2,—3)
i normalna je na ravan —2x—3y+2z+4 =( .

£ P
A A P( 1,2 3)
N p=N=(-2,-32)
x+1 y—=-2 z+3
0 -2 -3 2
(04 Parametarske jednacine
B x=—1-2¢
x=x,+at - fe R
y=2-3t
y=y,+bt (cR
z=-3+2t

z=2z,+ct



JEDNACINE PRAVE

Prava odredjena sa dve tacke
Lz

p:
JACSEN
Pl(xl’yl’Zl)

P(x,y,z)e p
POPZ(X—)CO,)/—yO,Z—ZO)

p=PP =(x %7 ~ 07 —2,)
kolinearnost PP i POPI:

p Iz uslova koleniarnosti slede jednacine prave:

X=X, :y_yo 27z

X, — X, Yi— Vo Z,— 2




PRIMER

Napisati jednacine prave odredjene sa dve tacke PO (1, — 2’3) i P1(39 4,1) .

Pi B2 vox,_yow 2oz,
p=(2,6,—-2) a b C
X—l_y+2_Z—3 ‘2 —  x— :y+2__(2_3)
2 6 -2 3



PRIMER*

Napisati jednacine prave odredjene sa dve tacke PO (1, — 2’3) i P1(39 4,1) .

 —

PP =(3-1,4+2,1-3)=(2,6,-2)
p=(26,-2) p=(1,3,-1)

P PR(,-23) X=X, V-Yy, z-—2z,
7=(1,3,-1) a b c
x—=1 yp+2 z-3 y+2




PARAMETARSKE JEDNACINE PRAVE
Prava odredjena sa dve tacke

p:
P\(x,,y:2,)

Ijl(xl’yl’zl)

P(x,y,z)e p
P()Pz(x—xo,y—yo,z—zo)

KP; :('xl —Xos V1 T Voo 4 _Zo)

kolinearnost 1?5 I p < Iﬁz tlﬁ
p

(x_xoay_yoaz_zo):t(xl —Xos V1 T Vos 4 _Zo)

X=X :t('xl _xo)a Y=V :t(y1 _yo)a Z—2z, :t(zl _Zo)



PARAMETARSKE JEDNACINE PRAVE

Po( 0> Vos Zo)
Pl(xl’yl’ 1)

P(x,y,z)e p
X x—x,=t(x,—x,)

Y=Y, =t(y,—¥,)

teR
v = Z—z, :t(zl _Zo)
x=x,+t(x,—x,) x=0-1t)x, +1x
teR Y=Y+t =) rep y=0A=-y,+ty,

z=z,+t(z,—z,) z=(1-t)z, +1z



PRIMER

Napisati parametarske jednacine prave odredjene sa dve tacke

})0(19_ 293) I P1(3’4’1)

p:
E)(x09y0920)
R(xpyl?zl)

x=x,+t(x —x,)

y=y,+t(y,=5,)
z=z,+t(z,—z,)

teR

p: Po(l,—2,3)

P(3,4,)
x=1+t(3-1)
y=-2+1(4+2) IR
z=3+1t(1-3)

x=1+2¢
y=-2+06t te R
z=3-2t



PARAMETARSKE JEDNACINE PRAVE

t <0

P\(xy, 95 2,)

2

f)l(xl’yl’zl)

P(x,y,z)ep

x=x,+t(x, —x,)

e R y:yo+t(y1_yo)
z=z,+1(z,—2z,)

0 |0<r<l

t=1
B

t>1




PARAMETARSKE JEDNACINE PRAVE

RP=1RP

t <0

P

0( 0> VorZo)
(

X, V1,2,

P

1

P(x,y,z)ep

OP:Oé+QP=5E#fEE

O<t<l

t=1
B

t>1




PARAMETARSKE JEDNACINE DUZI

w
.
.
‘e
N
.
‘e

Jednacdine duzi P
x x=x,+t(x —Xx,)

y=Y,+t(y,—¥,)
z=z,+1(z,—z,)

0<t<l1




PARAMETARSKE JEDNACINE DUZI

w
.
.
‘e
N
.
‘e

Jednacine duzi P
x x=0-1)x, +1x,

y=[1=0y,+ty
z=(1-1)z,+1z

0<t<l1




PARAMETARSKE JEDNACINE PRAVE
Prelazak sa kanonskog na parametarski oblik

X=X, :y_yo 272z

a b C

x_xozy_yo:Z_Zozt e R

a b C

xX=x,+at
y =y, +bt treR

z=2z,+ct



PRODOR PRAVE KROZ RAVAN

x—xozy—yo_z—zo

p - a b ¢
g a: Ax+By+Cz+D=0
\\ x_xozy_yo:Z_Zozt

P a b c
\‘ X =at+x,

y:bt_l_yo tER
Z=Cl+Z,



PRODOR PRAVE KROZ RAVAN
P=pna

XX :y_yo 272

4 p- =
a b c
£ a: Ax+By+(Cz+D=0
xX=at+x,
teR
\\}) y=bt+y,
R z=ct+z,
o B
P(XP,)/P,ZP)Z?

A(at+x0)+B(bz‘+y(;‘)\+C(ct+zo)+D:O = t=t,
x,=at,+x,, y,=bt,+y,, z,=ct,+z, = P(x,,y,,2,)



PRIMER P
- x+1 y-2 z+3 f
Odrediti prodor prave  p: = =
-2 =3 2
krozravan ¢ : —2x-3y+2z+27=0 \\P
x+1 y-2 z+3 _,  Parametrizacija o
2 -3 2 prave

x=—1-2t, y=2-3t, z=-3+2¢t, teR

—2x-3y+2z+27=0

—2(=1-26)=3(2=3t)+ 2(=3+26)+27 =0
4+9t+4t+17=0  17t+17=0 [=-—1
x,=—1-2-(=1), y,=2-3-(=1), z, ==3+2-(-1)
x,=1, y,=5, z,=-5 pNa=P(,5-5)



PROJEKCIJA TACKE NA RAVAN

F(x,,,2,)

P a:Ax+By+Cz+D, =0
. 0}30 ﬁa = (A,B, C)
ﬁa .IP’ p (PEp, pJ—a)
i Po( o> Vo> Z,)
pP=

D X_x(,:y—yo:Z—Zo
A B C

pNna=F



PRIMER pﬂOCZP’ .
Odrediti ortogonalnu projekciju tacke "
P()(l,—z,S) ﬁ“ TP’
na ravan :
a:. 2x-3y+z+1=0 |
Fep, pla :
p: F,-25) 22t +1)=3(-3t-2)+(t+5)+1=0
p=n,=(2,-3,1) 14t +14=0  t=-1
D x_1:y+2:Z_5:z Xp=2-(=D+1=-1
£ =3 ! Vo ==3-(-D-2=1
x=2t+1
z,=—1+5=4
y=-3t—2 teR ,
z=t+5 pﬁO[IP(—l,l,4)




PROJEKCIJA TACKE NA PRAVU

sﬂ\ ‘
R
\l

F (x,,,2,)

Py X=Xy Y=Y, _2-2Z
a b C

0

a:a(x—x)+b(y—-y,)+c(z—z,)=0
pNna=F



PRIMER \
Odrediti ortogonalnu projekciju tacke PO(2, 2, 1) & S
x-1 y+2 z-5 /
na pravu p: — — g
2 -3 1 , P~
a . (Pea, alp) — "a
P(2,2,) pra=
ﬁa:ﬁ:(27_39 1) <

a:2(x-2)-3(y-2)+(z-1)=0
2x—=3y+z+1=0

p. x=2t+1, y=-3t-2, z=t+5
212t +1)-3(-3t-2)+(+5+1=0
14t +14=0= t=-1
X, =-1, y, =1 z,=4 pma:P'(—l,l, 4)



PRAVA KAO PRESEK DVE RAVNI

i

hS

Q§ '
AN
/s

\/
A

n,xn, =(a,b,c)

av

(X9, V0s2)) ED

a: Ax+B y+Cz+D =0
p: Ax+B,y+C,z+D,=0

ﬁa:(AlﬂBlﬂcl) ﬁﬂ:(AzﬂBzacz)
n,la=n 1p
n,Lp=n,1p
pln, pln, = p=n,xn,
X=X, Y=Y, Z-—2Z,

a b c



PRAVA KAO PRESEK DVE RAVNI

a: Ax+B y+Cz+D =0
P p: Ax+B,y+Cz+D,=0
: p=anp

Ax+B y+Cz+D, =0
Ax+B y+Cz+D,=0

i

hS

QE '
AN
/s

2

ﬁa — (ApoCl) ﬁﬂ — (AzaBzacz)

p=n,xn,=(a,b,c)

\/
A

Kanonski oblik:

x_xozy_yo_z_zo

a b C

p-



PRIMER

Napisati kanonske jednacine prave
2x=3y+z+1=0
2
-x+y—-3=0

zadate kao presek dve ravni.

i =230 i, =(-11,0)

K

hSY

QE |
AN
/s

\/
A




*PRIMER pe

Napisati kanonske jednacine prave

o [2x-3y+z+1=0 ?E::>%
7 { —x+y—-3=0 B i
zadate kao presek dve ravni. a/
i =(2,-31) ii,=(-110)
p=ii, xii, =(~1,~1,-1)

})O(xoayoazo)ep p- })0(83_590) >

2x-3y+z+1=0 .
—x+y-3=0 p=(-1-1,-1)

A

/s

A

z=0 \ x—-8 y+5 z

_ : = = -(—1
2x-3y+1=0 | | PP T T (=)
—x+y-3=0|-2

—x—-5-3=0 = x=8




PROJEKCIJA PRAVE NA RAVAN

a: Ax+B y+Cz+D, =0
X~ X :y_yo _£7 4

b a b ¢
i =(4,B,C)
p=(a,b,c)

pop, bla

anf=p



PRIMER
x—1 y+2
Odrediti projekciju prave P - =
2 -3
na ravan a: x—2z+4=0 .

p=(2-3,1) 7i,=(01,0-2)
B: i, =i, xp P(,-25epcp

S
Ngp=n,xXp=is — =1 - + =0 +5j +
p = NP R =2 o /

L. 6(x—1)+5(y+2)+3(z—-5)=0

L. 6x+5y+3z—-11=0
’ . x—2z+4=0
p=anp P Y 6x+5p+32-11=0



UGAO IZMEDJU DVE PRAVE pp,=a-a,+b-b,+c c,

Ugao izmedju dve prave je ugao za koji treba
zarotirati jednu pravu da bi se poklopila sa
drugom pravom.

x_xozy_yo Z—z,
a, D, C,
x_xozy_yo Z—z,
a, bz ¢,

1_51 — (a1:bpc1) ﬁz = (azﬂbzacz)

P -

P, -

]_51']_52:‘]_51"‘]_52"(:05(0 o
PP, @ = arc cos fyl.liz
‘ﬁl”ﬁz‘ |p1||p2|

O, T—Q su dva ugla od kojih je jedan ostar a drugi tup

COSQ =



PRIMER

Odrediti ugao izmedju pravih

x—=2 y-3 z+l p, =(1,3,-2)

1_52 :(19_19_1)

Py 1 3 -2

p,: x—4=—(x+1)=-z

BBy =143 (-1 +(-2)(-1) =0
pl’ﬁz _ 0 -0
AR PARYA

CoSQ =

@ =arccos( =

[RSERS

T 37
2 2

T—Q=27—



UGAO IZMEDJU PRAVE | RAVNI

X=X, :y_yo 272

P P a b ¢
£ a. Ax+By+(Cz+D=0
LN\ ~
Nﬁ p=(a,b,C)

PN p i, =(4,B,C)
. T
L(p,na):——go

2

COS(£—§DJZ {? ;n
2 ‘p n

o



PRIMER

Odrediti ugao izmedju prave

D x—2:y—3zz+1 ]—5:(1,2,2)
1 2 2
iravni @ 2x—y+1=0 n,=(2,-1,0)
I p
COS(£—¢j= {9 ;n B
2 b,

A

2 ) P+ 2t 2 (-1 10

. (- . PX |7,
Cos(g_q)j_ 1:2+2-(-1)+2-0 ép |\\P

T a
cos| ——@ |=0
(2 ¢j

T T

/
Z—p=== ¢p=0=p||a g

2 2



UGAO IZMEDJU DVE RAVNI

Ugao izmedju dve ravni
Po
>‘)< a: Ax+B y+Cz+D =0
b p: Ax+B,y+C,z+D,=0
ol
fia g _(A17 19 1)
\
P i, -1,
COSQY = ——
n, nﬂ‘




MIMOILAZNE PRAVE

s

-------
''''''''
Syu s

]_51 — (a19b1901)

P, = (azabzacz)
O, Sadrii )22 i paralelnaje pD,.
IB Sadrii p, iparalelnaje P .

N = p,x p, =(4,B,C)

a:Ax+By+Cz+ D, =0
p:Ax+By+Cz+D,=0



MIMOILAZNE PRAVE

s

.........
ws

M .

yus®

-----
ans®
......
________
ans®
ans®
2

o
o
o
.
4 o
‘‘‘‘‘‘‘‘‘
......
wns .
------
: o
o
o
o
o
.
o

: _ Najkrade rastojanje izmedju
0 e S S T o tacaka mimoilazne prave

o
o
. Q
o Q
03 Q
.
o
o
*

FP;-ONN

S yiyopsyla (yLp)
o: 02p,, oLa (0Lp)

n=ymn o Zajednitka normala

nna=M ep, nNnp=M,ep,

Rastojanje izmedju taCaka M1 € p, i j\[2 € p, je najkrace
rastojanje izmedju dve mimoilazne prave.

najblize tacke



PRIMER

Napisati jednacinu ravni O P
koja sadrzi tacku
R (-2,53)
i normalna je na pravu :
Cox-1 y  z+2 x |
Prr T T

P(-2,53)ea N, =p=(,-11)
a:A(x—x)+B(y—y,)+C(z=2,)=0
(x+2)—(y—-5)+(z-3)=0

x—y+z+4=0



PRIMER

Napisati jednacinuravni O
koja sadrzi tacke

F(=2.13)  R(0,1-3)

i paralelna je pravoj

Loox-—1 +1 z 04
1 2 1
Gi=PP =(0+2]1-1-3-3)=(2,0,—6)
b =p=(12,-1)
i J ok
-~ - L0 -6 -2 -6 -2 0 - - -
N=axb=2 0 —-6/=i — +k =12i -4 +4k
Lo 2 -1 1 -1 1 2

N=(02-49=0C-LD  3-0)=(y-1)+(z+3)=0
3x—y+z+4=0



PRIMER

Napisati jednacinu ravni N ]91
koja sadrzi tacku /
P,(2,3,0)
i paralelna je pravama
xX+35 y—=3 z—1
D =——= [
1 3 2
P, X=y=z
ik
Nepoxp =l =3 —al=il > “A-7 TAeE eoioajedi
— X = —_ —_ =1 — = —] —
Prx P> 1 | ]1 | 1 J
1 1 1
. })()(29390) N — (—1,—3,4)

- (x-2)-3(y-3)+4(z-0)=0
—x—3y+4z+11=0



PRIMER

Napisati jednacinu ravni ¢y
koja sadrzi tacku P() (0, 2,3) )

normalna je naravan

L 2x+y—-2z+2=0

i paralelna pravoj

a'o <

x+2 y z P ><
1 -3 1
a=i,=@2L-2) b= p=0-3D
i J Kk
S - 1 =20 2 =21 -2 1 L -
N=axb=2 1 =2/=i —J +k =-5i -4 -7k
L3 -3 1 1 1 1 -3

a: P(0,23) N =547 >x-0+4(y-2)+7(z-3)=0

Sx+4y+7z-29=0



